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Über Digitoxose und Anhydro-digitoxose. 


Von 
A. Windaus und G. Schwarte. 


Vorgelegt durch A. Windaus in der Sitzung vom 16. Februar 1926. 


In seiner wertvollen Arbeit ,Zur Kenntnis der Chemie und 
Pharmakologie des Digitoxins und seiner Spaltungsprodukte“ teilt 
M. Cloetta!) mit, daf das Digitoxin beim Erhitzen auf etwa 
270° im Hochvakuum ein krysiallisiertes Sublimat liefere, dem er 
auf Grund von Analyse und Molekular-Gewichtsbestimmung die 
Formel Cs H1404 zuschreibt. Der neue Stoff krystallisiert in langen 
Nadeln, er schmilzt bei 115° und ist leicht lôslich in Wasser, Al- 
kohol, Aether und Chloroform, schwer lôslich in kaltem Toluol; 
er reagiert neutral, er reduziert nicht Fehlingsche Lôsung, wird 
aber von Kaliumpermanganat sehr leicht oxydiert. Bei der Titration 
mit Jod nach Willstätters Methode verbrauchen 10 mg 4.4 cem 
n/10-Jodlüsung. Bei der Keller-Kilianischen Reaktion färbt er sich 
genau in derselben Weise wie Digitoxose und steht daher, wie wir 
glauben, der Digitoxose in seinem Bau nahe. Er hat auch darum 
Interesse, weil Cloetta die Formulierung des Digitoxins (mit 44 
Kohlenstoffatomen) wesentlich auf die Formel Cs Hi14O4 dieses Spalt- 
stückes stützt. Wir haben bereits darauf hingewiesen*), daB die 
von Cloetta durchgeführten Analysen und Molekular-Gewichts- 
bestimmungen auch mit der Formel C6Hi10O3 vereinbar sind und 
daB die neue Verbindung müglicherweïise als eine Anhydro-digitoxose 
aufzufassen sei, zumal manche B-Glukoside, wie A. Pictet*) ge- 
zeigt hat, bei der Sublimation im Vakuum eine Anhydro-glukose, 
das Laevoglucosan, liefern. 


1) Arch. für exper. Path, 88, 113 (1920). 
2) B., 58, 2504 (1925). 
3) Helv., 2, 698 (1919). . 
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1926. Heft 1. 1 
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Vom Laevoglucosan unterscheidet sich der aus Digitoxin ge- 
wonnene Stoff allerdings dadurch, da er Brom addiert und auch 
nach seinem Verhalten gegenüber Kaliumpermanganat als ungesättigt 
erscheint. Bei der katalytischen Hydrierung nimmt er, wie wir 
gefunden haben, 1 Mol. Wasserstoff auf. Dies bat uns zu der Ver- 
mutung gebracht, daf er als Wasserabspaltungsprodukt der Digi- 
toxose analog dem Rhamnal oder Glucal gebaut sei und nach 
folgender Formel aus der Digitoxose entstehe: 
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C CH 
| ] 
07 CH; a CH 
HOCH HOCH 
| "E: | 
NCH NCH 
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L. Digitoxose ?). IL. Anhydro-digitoxose. 


Für Verbindungen vom Typus des Glucals ist es nach Berg- 
manns Arbeiten*) charakteristisch, daf sie beim Behandeln mit 
Benzopersäure zwei Hydroxylgruppen an die Doppelbindung an- 
lagern; so geht das Glucal unter diesen Bedingungen in Mannose 
über. 
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Wir haben darum das bei der Sublimation des Digitoxins ent- 
standene Material ebenfalls mit Benzopersäure oxydiert und baben 
dabei einen schün krystallisierten Stoff erhalten, der im Gegensatz 
zum Ausgangsmaterial Fehlingsche Lüsung reduziert. Er schmilzt 


1) Über die Konfiguration der Digitoxose, die bis auf die Anordnung am 
C-Atom 5 klargestellt ist, s. Kiliani, Ber., 55, 89 [1922]. 
2) Bergmann und Schotte, B., 54, 440 und 1564 (1921). 
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bei 146° und ist in Wasser leicht, in Alkohol ziemlich schwer 
lôslich und dreht merkwürdigerweise die Ebene des polarisierten 
Lichtes nicht merklich. Bei der Analyse liefert er Zahlen, die 
auf die Formel C6 Hi2 Os einer Methylpentose stimmen, sodaB wahr- 
scheinkich die folgende Reaktion vor sich gegangen ist: 
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IT. Anhydro-digitoxose. IL. Methylpentose. 


Wegen der Kostbarkeit der neuen Methylpentose haben wir 
bisher nur wenige Versuche mit ihr durchzuführen vermocht. Wir 
haben festgestellt, daB sie bei der Titration mit Jod (nach Will- 
stätter) auf 1 Mol. C6 Hi2 O5 2 Atome Jod verbraucht und also zu 
den Aldosen gehürt; sie liefert ein krystallisiertes Osazon vom 
Schmp. 176°, das von dem Osazon der Fucose und der Rhamnose 
verschieden ist; unsere Methylpentose ist also nicht identisch mit 
d- und l-Rhamnose, d- und l-Iso-rhamnose, mit Fucose (Rhodeose) 
und Epifucose (Epirhodeose). Nach der oben aufgestellten Formel ITI 
kommen die folgenden 4 Formeln (1V— VII) für den neuen Zucker 
in Betracht: 
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Von diesen Formeln kommen VI der Epirhodeose und VIT 
der Rhodeose zu’). Für unsern Zucker bleiben also nur die Formeln 
IV und V übrig, von denen uns V als die wahrscheinlichere erscheint; 


1) Clark, J. Biol. Chem, 54, 642 [1922]. 
ile 
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denn in ibr findet sich die O H-Gruppe am C2 auf der andern Seite 
wie der Oxydring genau wie bei der aus Rhamnal gebildeten Rham- 
nose und der aus Glucal gebildeten Mannose. Auch wenn diese 
Schluffolgerung als unsicher abgelehnt wird, bleibt für die Digi- 
toxose nur die Formel VIIT übrig. 


AuBer mit der Anhydro-digitoxose haben wir einige Versuche 
mit der Digitoxose selbst angestellt. Wir haben das Methyl-halb- 
acetal des Digitoxose-monomethyläthers bereitet und 
haben ferner den vierwertigen Alkohol C6 H14 O4, den Digitoxit, 
dargestellt und durch ein Dibenzal-derivat charakterisiert. 


Beschreibung der Versuche. 


Bei der Darstellung der Anhydro-digitoxose befolgt man am 
besten die sorgfältige Vorschrift von Cloetta und erhitzt das Digi- 
toxin oder Gitoxinim Sublimationsapparat auf 260—2709 bei einem 
Druck von 0.03 mm. Das Sublimat ist krystallin; es enthält aber 
geringe ülige Beimengungen, die beim Behandeln mit kaltem Wasser 
ungelüst bleiben und beim Filtrieren auf dem Filter zurückbleiben ; 
aus der wäBrigen Lôüsung zieht man die Anhydro-digitoxose mit 
Âther aus und trocknet den ätherischen Extrakt mit wasser- 
freiem Natriumsulfat. Beim Einengen der ätherischen Lôüsung scheidet 
sich die Anhydro-digitoxose in langen Nadeln vom Schmelz- 
punkt 114° aus. Ausbeute nur 0.08 g aus 1 g Digitoxin. Zum 
Umkrystallisieren eignet sich aufer Âther auch Essigester. 

Hydrierung: Beim Schütteln einer wäfrigen Lôüsung der 
Anhydro-digitoxose (0.19 g) mit Platin und Wasserstoff nimmt sie 
1 Mol. Wasserstoff (33 cem) auf; die Anhydro-digitoxose hat also 
vermutlich eine Doppelbindung. Das mit Âther aus der wäfbrigen 
Lôsung ausgeschüttelte Dihydro-derivat ist ein farbloses OL, das 
noch nicht weiter untersucht worden ist. 
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Oxydationmit Benzopersäure: Eine auf-5° abgekühlte 
Lôsung von 0.88 g Anhydro-digitoxose in 12 cem Essigester wurde 
mit einer auf dieselbe Temperatur abgekühlten n-Lôüsung von Benzo- 
persäure in Essigester versetzt, wobei ein geringer Überschuf 
(10%) an Oxydationsmittel verwendet wurde. Nach etwa einer 
halben Stunde schied sich das Oxydationsprodukt in langen, nadel- 
fôrmigen Krystallen ab, die nach dem Filtrieren aus wenig absol. 
Alkohol umkrystallisiert wurden. Ausbeute 20 °/o Die nach dem 
Abfiltrieren des Oxydationsprodukts zurückbleibende Essigester- 
lüsung wurde mit Wasser ausgeschüttelt, die wäfrige Lôsung zur 
Entfernung der Benzoesäure mit Âther behandelt und im Vakuum 
eingedunstet. Der zurückbleibende Syrup krystallisierte allmählich 
- und lieferte ein Material, das sich nach mehrfachem Umkrystallisieren 
aus Alkohol-Âther mit dem zuerst abgeschiedenen Oxydations- 
produkt als identisch erwies. Es schmolz bei 146° und reduzierte 
Fehlingsche Lüsung beim Erwärmen; eine nachweisbare Drehung 
war nicht vorhanden; die Analyse pat auf die Formel C6 He Os 
einer Methylpentose. Der Mischschmelzpunkt unseres Zuckers mit 
Fucose (1422) lag bei 135. 


2.993 mg Sbst.: 4.771 mg CO», 2.069 mg H20.— 
8.055 mg Sbst.: 4.864 mg CO, 2.161 mg H: O.— 
2.982 mg Sbst.: 4.822 mg COz, 1.888 mg H:0.— 


Ce H1205 Ber. C 43.89 H 7.54 
Gef. C 45. 49; 43.47 ; 44. 12 H 7.1 TANT IDE TT. -09 
Im Mittel 7 4369 7.58 


Titration: 0.0142 g unserer Methyl-pentose verbrauchten 
1.69 ccm n/10-Jodlüsung, während sich für den Verbrauch von 
2 Atomen Jod 1.73 cem berechnen. 0.0136 g Methyl-pentose ver- 
brauchten 1.61 cém, während sich 1.66 cem berechnen. 

Osazon: 20 mg Methyl-pentose wurden mit 04g Phenyl- 
hydrazin, 0.6 g essigsaurem Natrium und 8 cem Wasser eine Stunde 
im siedenden Wasserbad erhitzt. Schon in der Wärme begann 
das Osazon sich in gelben Nadeln abzuscheiden, deren Menge sich 
beim Abkühlen vermehrte. Nach dem Abfiltrieren und Trocknen 
wurde es aus siedendem Benzol umkrystallisiert und so in Nadeln 
vom Schmelzpunkt 178° erhalten. Es gab sowohl mit Rhamnosa- 
zon wie mit Fucosazon eine Schmelzpunktserniedrigung. 


8.21 mg Sbst.: 0.462 cem N (15°, 742 mm) 
Cis He NaOz Ber. N 16.37 Gref. 16.65 


Das Osazon ist optisch aktiv und zwar linksdrehend. 
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Methyl-halbacetal des Digitoxose-mono-methyläthers. 


Zu einer Lüsung von 8 g Digitoxose in wenig Wasser wurden 
unter Rühren gleichzeitig aus zwei Tropftrichtern 80 g Dimetbyl- 
sulfat und 300/oige Natronlauge hinzutropfen gelassen, die Tem- 
peratur wurde auf 45° gebalten und durch Zugabe von Phenol- 
phtalein kontrolliert, daf die Reaktion stets alkalisch blieb. Nach- 
dem alles Dimethylsalfat zugegeben war, wurde das Reaktions- 
gemisch kurze Zeit bis auf 90° erwärmt, abgekühlt und mit Chloroform 
extrahiert; der Chloroformauszug wurde eingedampft und der 
Rückstand bei 0.5 mm Druck destilliert. Hierbei ging aufer einem 
geringen Vorlauf die Hauptmenge bei 100° als klares Ül über. 
Ausbeute an diesem Material 2 g. Das Ol ist leicht lüslich in 
Âther, es reagiert nicht mit Fehlingscher Lôsung und ist also ein 
Glykosid. Durch verd. Säure wird es sehr leicht gespalten; unsere 
Hoffnung, hierbei Cymarose nachweisen zu kônnen, hat sich 
bisher nicht erfüll. 

Durch Analyse, Methoxylbestimmung und Zerewitinoffbestim- 
mung des Üls wurde festgestellt, daf zwei Methoxylgruppen auf- 
genommen worden sind und noch eine reaktionsfähige Hydroxyl- 
gruppe vorhanden ist. Es handelt sich also um das Methyl-halb- 
acetal des Digitoxose-mono-methyläthers. 


2.984 mg Sbst.: 5.930 mg C O2, 2.489 mg H: 0. 
4,900 mg Sbst:: 13.0 mg AgJ. 


_ Cs Hic Ou Ber. C 84.54 H 9.09 O CH: 38.2 
Gef.,, B4923 , 9.33 | 351 


Zerewitinoffbestimmung: 0.1322 g& Sbst. entwickelten 

18.2 cem Methan (16°, 745 mm). 
Ber. Cs Hi6 Os (1 Hydroxyl) 9.66 °/o gef. 9.74% 

Hydrierung der Digitoxose: Eine wäfrige Lüsung der 
Digitoxose wurde vorsichtig und unter Kühlung mit 2.5°/oigem 
Natriumamalgam behandelt und durch wiederholten Zusatz von 
verd. Schwefelsäure schwach sauer gehalten. Die Hydrierung ist 
beendet, wenn Fehlingsche Lüsung nicht mehr reduziert wird. Man 
neutralisiert, filtriert und dampft die Lôsung zur Trockne ein. 
Man zieht den Rückstand mit absol. Alkohol aus und verdampft 
die alkoholische Lüsung bis zum dünnen Syrup. Hieraus krystal- 
lisiert der Digitoxit allmählich aus und läBt sich dann aus Aceton 
umkrystallisieren ; er ist leicht lôslich in Alkohol und Wasser, un- 
lôslich in Âther: er schmilzt bei 88° und krystallisiert in an 
ausgebildeten Fr im Hochvakuum destilliert er unzergetzt. 
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8.068 mg Sbst.: 5.383 mg C O2, 2.634 mg He O. 


Ce Hua Os Ber. C 47.96 H 9.40 
| _Gef. ,, 47.87 ,, 9.60 


0:5000 g Sbst. in 10 cem Wasser drehten im 1 dem Rohr 4° 19 
nach links. 


[a] = — 8620". 


D 

0.50 g Digitoxit wurden mit 1 g Benzaldehyd und 3 cem 
50°/oiger Schwefelsäure vermischt. Die Lüsung, die sich blau- 
violett gefärbt hatte, wurde mit 5 cem Wasser versetzt und schied 
hierbei eine dunkelgraue, von Nadeln durchsetzte Masse ab; nach 
dreistündigem Stehen bei 15° wurde die Flüssigkeit von dem Nieder- 
schlag abgegossen, dieser wurde in heifem Methylalkohol gelüst und 
lieferte reichlich farblose Krystalle, während die gefärbten Ver- 
unreinigungen in Lôsung blieben. Die Ausbeute betrug 1g. Nach 
zweimaligem Umkrystallisieren lag der Schmelzpunkt der Benzal- 
verbindung bei 142°, sie ist in heiBem Methylalkohol leicht, in kaltem 
Methylalkohol schwer lôslich, sie bildet feine Nadeln und ist nach 
der Analyse eine Dibenzalverbindung. 


2.583 mg Sbst.: 6.961 mg CO:, 1.564 mg H20. 


C2o H22 O4 Ber. C 73.60 H 6.80 
Gef,; 19.007, 6.78. 


Der Chemischen Fabrik E. Merck sprechen wir für die Über- 
lassung von Digitalis-glykosiden unsern verbindlichen Dank aus. 
Für die Durchführung einiger Mikropolarisationen sind wir Herrn 
Prof. Max Bergmann und Herrn Dr. Ewald Knehe zu bestem Dank 
verpflichtet. 


Über lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten und fastperiodischer rechter Seite. 


Von 
Harald Bohr in Kopenhagen und Otto Neugebauer in Gôttingen. 


Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 16. Juli 1926. 


Einleitung. 


Die Definition einer fastperiodischen Funktion !) lautet (I $.30): 

Eine für —oo<x<oo stetige Funktion f(x) sol fastperiodisch 
heiPlen, wenn es zu jedem 8 — 0 eine Länge l — 1(e) derart gibt, dal 
jedes Intervall a<x<$ der Läünge B—a — | mindestens eine zu 
e gehôrige Verschichungszahl rt — v(e) der Funktion f(x) enthält, d. h. 
eine Zahl +, für welche die Ungleichung 


fa+T) —f(@IZ e 
für alle x besteht. 
Jeder fastperiodischen Funktion wird (I $. 49) in eindeutiger 
Weise eine , Fourierreihe“ 


100 DE CES 
zugeordnet, die ihrerseits (I S. 54, Eindeutigkeitssatz) die Funktion 
f(x) eindeutig bestimmt. 

Von den Eigenschaften dieser Funktionenklasse nennen wir 
die folgenden: Jede fastperiodische Funktion ist für — co = x%2co 
beschränkt und gleichmäfig stetig (I S. 85 f.) Summe und Produkt 
zweier fastperiodischer Funktionen ist wieder fastperiodisch und 
die Fourierreihe entsteht durch formales Rechnen mit den ein- 
zelnen Fourierreïihen (I S. 37, 40, 57f.). Ferner folgt aus I S. 122: 
Wenn eine fastperiodische Fanktion f(x) für alle + differenzierbar 
ist, mit einer fastperiodischen Ableitung f’(x), so entsteht die 


1) Harald Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen I, LESDITS 
Acta mathematica, Bd. 45, 46, 47. Für die vorliegende Arbeit kommen nur die 
beiden ersten Abhandlungen in Betracht, die sich mit Funktionen einer reellen 
Variablen beschäftigen, wir zitieren sie mit I und II. 
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Fourierreihe von f’(x) durch formales Differenzieren aus der von 
f(&). 

In dem speziellen Falle, wo die Folge der Fourierexponenten 
\, eine endliche ganze Basis besitzt, d. h. wo sich jedes À, linear 
ganzzahlig durch endlich viele (linear urabhängige) Zahlen u,, .…., 
u,, ausdrücken läft, 


À, = ai ES + Tnllns 


fallen die hierdurch bestimmten fastperiodischen Funktionen mit 
den von Bohl') betrachteten ,im weiteren Sinne periodischen 


Funktionen mit den Perioden 2%,:., 2%4 nsammen (IT S. 114). 


1 Um 
Wir bezeichnen diese Funktionen kurz als die ,Bohlschen Funk- 


tionen“. 

In der zweiten der oben zitierten Arbeiten hat Bobl durch 
eine scharfsinnige Überlegung den folgenden Satz bewiesen, der 
den Zugang erôffnet zu einer Theorie von Differentialgleichungen, 
welche von fastperiodischen Funktionen abhängen: 1st das Integral 
einer , Bohlschen Funktion“ beschränkt, so stellt es wieder eine Bohlsche 
Funktion dar und zwar mit denselben Perioden. Wie in I S.121f. 
gezeigt wurde, läfit sich die Bohlsche Beweismethode auf die allge- 
meinen fastperiodischen Funktionen übertragen und ergibt den 
folgenden Satz: Das Integral F(x) einer fastperiodischen Funktion 
f(x) ist wieder fastperiodisch, falls es nur beschränkt bleibt (wozu not- 
wendig aber nicht hinreichend ist, daB die Fourierentwicklung von 
f(x) kein konstantes Glied enthält), und die Fourierreihe von F(x) 
entsteht durch formale Integration aus der von f(x). 

Anschliefend an die grundlegenden Untersuchungen von Bohl 
über die Theorie derartiger Differentialgleichungen hat sich auch 
E. Esclangon?) mit hierher gehürigen Fragen beschäftigt und 
u. à. den folgenden Satz aufgestellt: Besitet eine lineure Diffe- 
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


. + k L'ANGE 
“ 


1 diras 
deren rechte Seite eine Bohlsche Funktion mit den Perioden 


duLe . 
n—1 dx ru k, y F5 f (&), 


1) P. Bohl, Über die Darstellung von Funktionen einer Variablen durch 
trigonometrische Reïhen mit mehreren einer Variablen proportionalen Argumenten. 
Magisterdissertation Dorpat 1893. Ferner: Über eine Differentialgleichung der 
Stôrungstheorie, Crelles Journal, Bd. 131. 

2) E. Esclangon, Nouvelles recherches sur les fonctions quasi-périodiques. 
Annales de l’Observ. de Bordeau, 1919. 
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He Êe ist, ein beschränktes Integral, so besilet sie auch ein 
di Un 

Integral, das eine Bohlsche Funktion mit denselben Perioden darstellt. 
Zum Beweise unterscheidet Esclangon zwei Fälle, je nachdem die 


charakteristische Gleichung 
kr ++, r+k, = 0 


keine oder mindestens eine rein imaginäre Wurzel besitzt. Der 
erste Fall bietet keine eigentlichen Schwierigkeiten !); wie Esclan- 
gon zeigt, ist sogar die Voraussetzung der Existenz einer be- 
schränkten Lôüsung überflüssig, indem es dann immer eine (und 
nur eine) solche Lôüsung gibt. Erst das Auftreten einer rein 
imaginären Wurzel, unter welchen Fall sich auch das von Bohl 
behandelte Problem der Integration der Gleichung . 11 
subsummiert, bietet wesentliches Interesse. Als Vorbereitung zu 
dem eigentlichen Beweise leitet Esclangon zunächst (in Verallge- 
meinerung klassischer Sätze) einen allgemeinen Hilfssatz ab, welcher 
auch bei unseren Untersuchungen in $ 2 eine wichtige Rolle spielen 
wird und der besagt: wenn y — f(x) eine #-mal differenzierbare 
Funktion bedeutet, welche für —o<xc beschränkt ist und 
für welche ein linearer Differentialausdruck der Form 
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ebenfalls für alle + beschränkt bleibt, so sind auch die einzelnen 
Differentialquotienten y, y”, ..., y" je für sich beschränkte Funk- 
tionen von &. Bei näherer Betrachtung der weiteren Überlegungen 
von Esclangon zeigt sich aber, daf diese nicht stichhaltig sind. 
Der Beweis dafür, daf die Differentialgleichung eine Lôsung vom 
Bohlschen Typus besitzt, stützt sich nämlich auf eine unerlaubte 
Anwendung des bekannten Auswahlsatzes, der besagt, daB aus 
einer Folge gleichartig beschränkter und gleichartig gleichmäfig 
stetiger Funktionen immer eine gleichmäfig konvergente Teilfolge 
herausgegriffen werden kann; dieser Satz gilt jedoch nur für ein 


1) Dies hängt enge damit zusammen, daB in dem Falle des Nichtyvorhanden- 
seins rein imaginärer Wurzeln, selbst wenn f(x) nicht im Sinne der obigen Defi- 
nition fastperiodisch ist, sondern nur die viel bescheidenere Eigenschaft aufweist, 
blof irgendwelche ,beliebig feine“ Verschiebungszablen (aber ohne Rücksicht auf 
die Längeneigenschaft) zu besitzen, sich die Existenz solcher Verschiebungszahlen 
von f(x) auf die Lüsung überträgt. Im Falle einer rein imaginären Wurzel der 
charakteristischen Gleichung liegen aber die Verhältnisse ganz anders, wie wir 


durch ein im Anhange gegebenes Beispiel, die Gleichung ce — f(x) betreffend, 


zeigen wollen. 
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endliches Intervall!), während die ganze Betrachtung von Esclangon 
wesentlich das Operieren in einem unendlichen Intervall benütigt ?). 
Aus demselben Grunde ist auch der von Esclangon gegebene direkte 
Beweis des Bohlschen Satzes hinfällig. 

Der von Esclangon aufgestellte Satz ist aber trotzdem richtig'; 
wir werden nämlich in der vorliegenden Abhandlung den folgenden 
Satz über allgemeine fastperiodische Funktionen beweisen, welcher 
die Esclangonsche Behauptung als Spezialfall enthält: Besitet eine 
Differentialgleichung 


d' d'a ) 
L(y) Ca _— + k, TRS = A VS k, y = f (x) 


mit konstanten (komplexen) Koeffisienten und fastperiodischer rechter 
Seite ein beschränktes Integral (x), so ist dieses fastperiodisch. 
Ferner: Güibt es überhaupt eine fastperiodische Lüsung, so gibt es 
immer eine und nur eine fastperiodische Lüsung mit genau denselben 
Fourierexponenten, wie sie zu der gegebenen Funktion f(x) gehôren, 
und zwar hängt die Fourierreihe dieser Lôsung nach den Regeln 
des formalen Rechnens mit der von f(x) zusammen. 

Unsere Beweismethode besteht in der Zurückführung des all- 
gemeinen Falles auf den für fastperiodische Funktionen verallge- 
meinerten Bohlschen Satz über die spezielle Gleichung 


D = re 


wobei wir uns der bei Jordan (Cours d'Analyse, t. II, p. 157 ff.) 
angegebenen Zerlesung des allgemeinen Operators 


1 ie 
a thgge te th 
d 


Fe + x bedienen, 


in ein symbolisches Produkt linearer Operatoren 


1) Das Versagen dieses Auswahlsatzes für ein unendliches Intervall zeigt 
das Beispiel der Folge f,(x) — sin _ wo mit wachsendem # die Funktionen 


f, (x) in immer längeren Wellen schwingen. Hier konvergiert sogar jede Teilfolge 
fn, @), fa (x), .… gegen eine Grenzfunktion, nämlich gegen F(x) — 0, aber keine 
Teilfolge konvergiert gleichmäfig für alle x. 

2) DaB Esclangons Beweis ohne prinzipielle Ânderungen nicht zu retten ist, 
geht daraus hervor, daB er garnicht die tieferen Eigenschaften der Bohlschen 
Funktionen, sondern nur die Existenz beliebig feiner Verschiebungszahlen benutzt. 
Seine Methode würde also ganz allgemein ergeben, daf die Existenz solcher Zahlen 
sich auf das Integral überträgt, was aber, wie das Beispiel in unserem Anhange 
zeigt, durchaus nicht immer der Fall sein muf. 
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in Übereinstimmung mit der algebraischen Auflôsung des zuge- 
ordneten Polynoms 
PF) = PERTE, 
in Linearfaktoren r+x. Wir behandeln demzufolge zunächst die 


dy 
Differentialgleichung erster Ordnung D HA Y rfi), 


$ 1. Die Gleichung erster Ordnung. 
Wir betrachten die Differentialgleichung 
1 


wo x — x,+ix, eine komplexe Konstante und f(x) vorläufig eine 
beliebige für — oo < x < co stetige Funktion bedeutet. Die allge- 
meine Lôüsung dieser Gleichung lautet bekanntlich 


lerte dx + el. 
Wir unterscheiden im Folgenden zwei Fälle, je nachdem der Real- 
teil x, von Null verschieden oder gleich Naull ist. 

LEO 


Da e “* in diesem Falle nicht beschränkt ist, so kann es hôch- 
stens eine beschränkte Lôsung geben; tatsächlich gibt es auch 
immer eine solche, wenn f(x) selbst beschränkt ist, [f(2)] = K, 


ba 2 
nämlich für x, > 0 die Lüsung e ol "SF(E)dE und für 


— #4 XL 
y —= € 


Sn €.) 
CO 
x, <0 die Lôsung —e DA CS F(E) dE, welche offenbar beide 
X 


absolut kleiner oder hôchstens gleich _ sind. 

Wenn die beschränkte Funktion f(x) irgend eine Verschiebungs- 
zahl r — v(e) besitzt, so ergibt sich, daB diese Zahl r auch eine 
Verschiebungszahl der einen beschränkten Lüsung F(x) darstellt 


Ana € 
und zwar gehôrig zu &, — =. Wir brauchen offenbar nur den 
# 


Fall x =0 zu betrachten (sonst ersetze man x durch —x) und 
erhalten daun 


F(&+ 0 F()] 
MU Ah re Eye A # 
= |: frs bal e1 à 
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aie Ép+nds-e [7 #r@ 


| 


=} ste e +9 EE 
= DUR ST Re 
== imte #, u 
Hierin ist speziell enthalten, daf, wenn f(x) fastperiodisch ist, die 
eine beschränkte Lüsung selbst wieder fastperiodisch wird. 


== 0! 


Da € ‘** beschränkt ist, sind alle Lôsungen beschränkt, wenn 
es nur eine ist, und aus der Fastperiodizität von e ‘** ergibt 
sich auch die entsprechende Aussage über die Fastperiodizität der 
Lüsungen. Im Gegensatze zu Fall 1 überträgt sich jetzt aber 
nicht ohne weiteres jede Verschiebungszahl von f(x) auf die Lüsung 
(vgl. Anhang), weshalb wir hier f(x) sofort die volle Bedingung 
der Fastperiodizität auferlegen müssen, also mehr als nur die der 
Existenz feiner Verschiebungszahlen. Ferner mu die Beschränkt- 
heit der Lôsung ausdrücklich vorausgesetzt werden. Die Aufgabe 
ist dann, die Fastperiodizität irgend einer der Lüsungen, z. B. 
der von 


« É LE 
OX 
0 

zu beweisen. Mit f(E) ist aber der ganze Integrand ËF(E) 
fastperiodisch (wegen der Fastperiodizität von 0) und mit F(x) 

De 
ist auch Fe Ëf(E) d£ beschränkt, sogar mit der selben Schranke. 

0 
Also ist dieses Integral nach dem erweiterten Bohlschen Satze 
fastperiodisch, woraus durch nochmalige Anwendung des Satzes 


über die Fastperiodizität eines Produktes zweier fastperiodischer 
Funktionen die Fastperiodizität von F{(x) folgt. 


$ 2. Der allgemeine Fall. 


Es bezeichne (r—x,)(r—x,)...(r—%x,) die Zerlegung des Po- 
Iynoms | 
PUNREMCRET tte, 


in Linearfaktoren, welches dem Differentialoperator 
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Re nt 
dx” az k, dx" me Sp le dx {= k, — 1 Ÿ k, LL RE, “D n) 
der der linken Seite unserer vorgegebenen Differentialgleichung 
d'y , RIT y ù dy 8 
LG = + eh hey = @) 


entsprechen soll, zugeordnet ist. Nach dem Vorbilde von Jordan 
stellen wir diesen Operator dar als symbolisches Produkt 


entsprechend der Zerlegung von P(r). Hierbei ist die Reiïhenfolge 
in der Ausfübrung der angezeigten Linear-Operationen gleichgültig ; 
wir wollen sie im Folgenden von rechts nach links fortschreitend 
ausgefübrt denken. 

Es sei nunmebr f(x) als fastperiodisch angenommen. Wir be- 
weisen zunächst: Falls eine Lüsung y — ®D(x) beschränkt ist, ist sie 
auch fastperiodisch. 

Aus der Voraussetzung, da y — D(x) beschränkt ist und der 
obige Operator #-ter Ordnung auf D(x) angewandt eine beschränkte 
(nämlich fastperiodische) Funktion liefert, folgt aus dem in der 
Einleitung erwähnten Hilfssatze von Esclangon, daf auch die 
Anwendung von Operatoren mit nur n—1, n —2, ..., 1 Linear- 
faktoren 

(D—x,)(D—-x,)...(D—1,) 
(D—x,)...(D—:,) 


+ Css ee 


auf y — (x) beschränkte Funktionen liefert. Dann ergibt sich aber 
unsere Behauptung unmittelbar aus dem Ergebnis von $ 1, welches 
besagt, da aus der Fastperiodizität von (D —x)y — À y und 
der Beschränktheit von y die Fastperiodizität von y folgt. In 
der Tat folgt durch sukzessive Anwendung dieses Satzes, daB 
man Schritt für Schritt die Linearfaktoren (D—%,), (D—x,), ... in 
dem symbolischen Produkt (D—%)(D—%,)... (D—%x,) streichen 
kann, und man erhält so nach » Schritten die gesuchte Fastperio- 
dizität von y — (x) selbst. 

Wir bemerken, da aus der angegebenen SchluBweise leicht 
folgt, daf im Falle des Nichtvorkommens rein imaginärer Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung stets eine und nur eine fastperio- 
dische Lüsung existiert, wenn die rechte Seite fastperiodisch ist; 
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und ebenso, daf in diesem Falle die Voraussetzung der strengen 
Fastperiodizität ersetzt werden kann durch die schwächere der 
blo$en Existenz von Verschiebungszahlen, entsprechend $ 1. 

Wir gehen nun dazu über, die Frage nach der Gestalt der 
Fourierentwicklung der fastperiodischen Lüsungen zu erür- 
tern. Wenn y — Œ(x) eine fastperiodische Lüsung unserer Diffe- 
rentialgleichung Z(y) = f(x) (f(x) fastperiodisch) darstellt, so 
haben wir oben gesehen, daf jeder der Differentialoperatoren, 
welcher durch sukzessive Streichung von Linearfaktoren aus dem 
Operator n-ter Ordnung entsteht, ebenfalls, auf y — ®(x) ange- 
wandt, ein fastperiodisches UE liefert. Hieraus folgt, daf 

"y dy 


auch die Differentialquotienten re ua 


Funktionen sind, weil sie durch lineare Kombinationen mit kon- 
stanten Koeffizienten aus den erwähnten Differentialoperatoren 
gebildet werden künnen. Bezeichnen wir also mit 


, y fastperiodische 


D ; ai 


die Fourierentwicklung irgend einer fastperiodischen Lôüsung 
y = (x), so wird also, auf Grund der eingangs erwähnten Sätze 
über das formale Rechnen mit Fourierreihen, die Entwicklung von 
L(y) = L(®(x)) durch 

Z B, P(M,)d 
gegeben, wo P(r) das obige Polynom »"+...+%, .r+%, bezeichnet. 


Nach dem Eindeutigkeitssatze muB diese Entwicklung von ZL(y) 
mit der, der gegebenen Funktion f(x) zugeordneten Entwicklung 


D Hate 
formal übereinstimmen. Hieraus schliefñen wir: 

1) Wenn die charakteristische Gleichung P(r) — 0 keine ima- 
ginären Wurzeln besitzt, also P(i1) für jedes reelle 4 von Null 
verschieden ist, so muB die Entwicklung jener einzigen fast- 
periodischen Lôüsung durch 

en AUS 
PGA) 


gegeben sein. 

2) Hat dagegen die charakteristische Gleichung rein imaginäre 
Wurzeln, etwa iB,,ip,,...,1B, (B, + Bi, so sieht man zunächst, 
daf es für die Existenz einer fastperiodischen Lôsung notwendig 
ist, daB in der Entwicklung von f(x) keiner der Exponenten A, 
gleich einer dieser Zahlen 8 ist, entsprechend dem schon erwähnten 
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Verhalten in dem speziellen Falle der Gleichung £° ME TO 


das Fehlen eines konstanten Gliedes in der Entwicklung von f(x) 
für die Fastperiodizität des Integrals gefordert werden muñte; 
schon in diesem speziellen Falle war aber diese Bedingung keine 
hinreichende. Gibt es aber eine fastperiodische Lôüsung @(x), s0 
ist klar, daB es unendlich viele solche Lüsungen gibt und zwar 
genau die Schar der Funktionen 


D(x)+ cel? +. + dr, 


in der Tat stellt ja ele osent gerade die Menge der 
fastperiodischen Lüsungen der homogenen Gleichung ZL(y) = 0 dar, 
weil alle anderen Lüsungen nicht einmal beschränkt bleiben. Exi- 
stiert also überhaupt eine fastperiodische Lôüsung der inhomogenen 
Gleichung, s0 gibt es gewiB unter den fastperiodischen Lüsungen eine 
und nur eine y — D(x) mit der Eigenschaft, da$ unter ihren Fou- 
rierexponenten M, die Zahlen B,,..., B, nicht vorkommen. Aus der 
formalen Übereinstimmung von > PB PGM e ME und D AN Mr 
folgt sofort, daB die Fourierentwicklung der auf diese Weise aus- 
gezeichneten Lôsung 


M 
PETTNL 


lauten mufñ. 


Anhang. 


Wie bereits oben erwähnt (vgl. Anm. von $S. 3 und $. 4) 
soll in diesem Anhange ein Beispiel dafür gegeben werden, daf 
cine (für —oo<x<co definierte) gleichnüäfig stetige beschränkte 
Funktion, welche beliebig grafe beliebig feine Verschicbungszahlen besitzt 
(in I wurde eine solche Funktion ,periodenartig“ genannt), dock 
so beschaffen sein kann, daf ihrem Integral, obwohl es beschränkt ist, 
die letztere Eïgenschaft nicht mehr zukommt. 

Das Konstruktionsprinzip einer solchen Funktion ist dabei 
dem eines ähnlichen Beispiels in den Zusätzen zu I (S.112#)) 
nachgebildet. Wie an der genannten Stelle gehen wir auch hier 
zur Definition unserer Funktion f(x) schrittweise vor. 


leSchritt 
Wir bilden die nur für —-x<x=x von Null verschiedene 
Funktion (vgl. Fig. 1!) 


f@&) = 


—sinx für —-x=<x<x 
0 für [| > x. 


1) Die Ordinaten in den Figuren haben andere Mafstäbe als die Abszissen. 
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2. Schritt. 


Indem wir zwei positive Zahlen r, und #, in einer sofort näher 
anzugebenden Art wählen, bilden wir (vel. Fig. 2) 


étre 0.f(æ+2r) + + A(e+r) 
+ f,(&) 
à an 


Le f. (* L 


hierbei soll 7, zunächst grôfier als 2x sein, so daB die durch Ver- 
schiebung um ganzzablige Vielfache von 7, entstehenden ,Hügel“ 
(wir nennen sie kurz ,Abkômmlinge“) nicht übereinandergreifen. 
Ro Le die Zahl #,, welche die Lage des ,Zusatzhügels“ 


Di (se +) bestimmt, so gewählt werden, daf dieser Hügel ganz 
en des letzten der Abkômmlinge, des , Nullhügels“ 0.f(x—2r,) 
gelegen ist. Daher verlangen wir, daf 
t—2x > 2r,+7x 

ist. Aus einem, erst bei der Durchführung der Integration ersicht- 
lichem Grunde wollen wir von r, verlangen, da es sogar grôBer 
als 3.2x sei. Die Funktion f,(x) erfüllt offenbar für alle x die 
Ungleichung 

ACAEPAOIES. 


9. Schritt 
Eine Funktion f,(x) definieren wir in analoger Weiïise (vgl. 
Fig. 3) mit Hilfe von f,(x) durch 
L 2 
AG = OA G+2n)+ A +2r)+ Shan) 
Li 
br Ce es Ce 2t;) +0. f,(&—38r;) 


æ—t 
es 


wobei r, > 2(t,+2°x) zunächst so gewählt ist, daB der erste Ab- 

kômmling von f,(x) ganz auferhalb aller Hügel von f,(x) selbst 

liegt: schlieBlich wird wieder ganz rechts eine langgestreckte Sinus- 
Goes. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 1. 


PSE. es 7 
ee SUN 3T3 3Ta+t2+227 e— 


2 JC Ets 2 IT 
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welle als Zusatzhügel angehängt, wozu #, so gewählt wird, daf 
t—n—3t,+t,+2"x 


ist, um jede Kollision der Hügel zu vermeiden. An r, stellen wir 
wieder eine Zusatzforderung, nämlich die, daf 


7,>=3.2°x 
sei. Jedenfalls ist r, so beschaffen, daf 


A G+r)-R@IE 


ist. Auferdem erfüllt f,(x) noch die weitere Ungleichung 


RG+r) LOIS. 


Indem wir in analoger Weise weitergehen, definieren wir durch 
das folgende Gresetz (für jedes » = 2) eine Funktion f, (x): 


n-ter Schritt. 
Es sei tr, so gewählt, daf es der schärferen der beiden Be- 
dingungen 
> 2, +27) 
DO 2UA 
genügt; ferner sei 4, so beschaffen, dal 


b,—2r>nr,+t,, +2 x 


gilt. Dann soll f,(x) definiert sein durch 


1 HE 15 
@ = D M f(+vr) 
+ fn-1 (&) 
Ci S “ _ L id (æ Æ LA Ty) 
D 


1 fat, 
+ ox f es } 
Dadurch ist jede Kollision der Hügel vermieden, und /,(x) erfüllt 
die 7 —1 Ungleichungen 


RG+r)-AGISSE GE 8. 7) 


2% 
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Grenzübergang. 
Die Funktion f(x), auf die sich unsere zu Anfang genannte 
Behauptung bezieht, ist definiert durch 


f@) = lim f,(&). 


Dieser Grenzwert existiert, denn für jedes feste x sind die Funktions- 
werte f,(x) von einem gewissen # — n,(x) an von # unabhängig. 

Die Funktion f(x) hat tatsächlich die gewünschte Eigenschaft, 
beliebig groBe beliebig feine Verschiebungszahlen zu besitzen, da 
bei jedem n = 2 


1 
f@+r) OS + 
gilt; denn für N Zn gilt ja 
‘1 
ne +7) — fx (&)| =, 


woraus die Behauptung folgt, wenn man (bei festgehaltenem x 
und r,) N gegen © wachsen läft. Ferner ist f(x) offenbar be- 
schränkt (|[f(x)| = 1) und gleichmäBig stetig. 


Wir wenden uns nun zur Integration einer derart ge- 
bildeten Funktion. Wir betrachten die Funktion 


et) = [| FO: 


dieses Integral existiert und erfüllt für alle + die Ungleichung 
OZ p(x) <2, 


ist also beschränkt und (wegen [f(x)| = 1) gleichmäfig stetig. Für 
alle x, die nicht einer , Hügelbasis“ angehôren, ist übrigens œ(x) — 0 
(vgl. Fig. 4, wo der von f,(x) herrührende Bestandteil gezeichnet 
ist, während Fig. 5 in schematischer Weïse den Gesamttypus von 
(x) veranschaulichen soll). Wir behaupten nun, daB diese 
Funktion p(x) keine beliebig grofen zu einem vorge- 
schrieben kleinen & gehôrigen Verschiebungszahlen 
besitzt. Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen kônnen: (x) 
besitzt keine zu &<1 gehôrige Verschiebungszahl r, 
welche grôBer als 2x ist. 

Wir führen diesen Nachweis indirekt. Es sei also r > 2x 
eine zu einem festen s<1 gehürige Verschiebungszahl von p(x), 
und es sei die ganze Zahl N so bestimmt, daf 


ir re 0 Tr (NZ 2) 
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ist. Wir betrachten den N-ten ,Zusatzhügel“ Zy, d. h. denjenigen 
Hügel von œ(x) dessen Basis den Mittelpunkt æ — {y (und die 
Breite 2Ÿ.97x) hat. Dann ergibt sich: 

Bei einer Verschiebung um rt müssen die beiden mittleren 
Viertel der Basis von 77 (das ,Zentrum“ der Basis) auf das 
Innere einer Hügelbasis fallen, denn sonst kann sx sicher nicht 
zu &—<1 gehôren, weil die Hühe des Hügels über das Zentrum 
überall Z1 ist. Hieraus folgt, daf das Zentrum von Z% (dessen 
Breite 2*.x beträgt) bei der Verschiebung weder auf eine der 
Hügelbasen von der Breite 2x, noch auf eine von der Breite 2°.2x 
mit 2=<p<N—1 (welche letzteren also zu den Zusatzhügeln 
Z,,..., Zx,, und deren Abkômmlingen gehôüren) fallen darf. Und 
ebensowenig kann das Zentrum von Z, bei der Verschiebung um 
r auf der Hügelbasis von Zy bleiben, weil r grôfer als 2%. 
d. h. grüBer als ein Viertel der ganzen Basisbreite 2".2x ist. 

Zx kann aber auch nicht auf einen seiner eigenen Abkômm- 
linge oder auf einen der Zusatzhügel Z, mit p = N oder einen der 
Abkômmlinge dieser letzteren verschoben werden. In der Tat 
sind alle diese Hügel zu weit von 7% entfernt. Denn der Abstand 
vom rechten Endpunkt der Basis von Zy bis zum linken Endpunkt 
des ersten Abkômmlings von Zy (und also um so mehr zu allen 
weiteren Abkôümmlingen und zu den Zusatzhügeln Z, mit p=N 
und deren Abkômmlingen) ist grôBer als 7. Er beträgt nämlich 
ty — 2.2 "x, welche Zahl, wegen der Zusatzbedingung ry,, > 3.2", 
grôBer als 2 x, also gewiB grôBer als x ist. 

Also existiert für g(x) überhaupt keine Verschiebungsmüglich- 
keit um eine GrôBe r > 2x, welche (x) mit einem Fehler kleiner 
als 1 in sich überführt, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Die Erhaltung der Kettensätze der Idealtheorie 
bei beliebigen endlichen Kôrpererweiterungen. 


Von 
Emil Artin und Bartel L. van der Waerden in Hamburg. 


Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 30. Juli 1926. 


$ 1. Eïnleitung. 


Die Kettensätze, die die Grundlage der Idealtheorie in Ring- 
bereichen bilden, waren für ganze algebraische Funktionen von 
einer oder mehreren Veränderlichen bis jetzt nur bewiesen für 
den speziellen Fall, daB der Funktionenkôrper eine Erweiterung 
erster Art des Kôrpers der rationalen Funktionen darstellt. Für 
Erweiterungen zweiter Art blieb die Erhaltung der im Polynom- 
bereich gültigen Kettensätze unbewiesen. 

Nachdem der zweite von uns einen Beweis für den Fall eines 
vollkommenen Koeffizientenkürpers aufgestellt hatte, gelang es uns 
einen viel kürzeren und zugleich viel allgemeineren Beweis zu finden, 
der immer dann gilt, wenn der zugrunde gelegte Koeffizienten- 
kürper K einer gewissen Endlichkeitsbedingung genügt, die in allen 
wichtigen Fällen wirklich erfüllt ist, nämlich die Bedingung, das der 

1 


Wurzelkôrper P? (wo p die Charakteristik ist) eine endliche Er- 
weiterung von K darstellt. Es ergibt sich, dañ unter der ge- 
nannten Bedingung die Kettensätze in genau demselben Umfang 
gelten wie bei Erweiterungen erster Art. Sie ergeben sich näm- 
lich wieder wie dort aus der Existenz einer endlichen Modulbasis 
(das Analogon zur Basis &,, ..., ©, der ganzen algebraischen Zahlen 
eines Kôürpers). 

Wie die Theorie im Fall einer Erweiterung erster Art ver- 
läuft, wird als bekannt vorausgesetzt; wir verweisen auf die Ar- 
beit von E. Noether')} Wir werden für die zu betrachtenden 


1) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- 
und Funktionenkôrpern, Math. Ann., 96 (1926), S. 26. 
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Ringe ein dem Noether’schen analoges Axiomensystem aufstellen, 
das die Kettensätze enthält, und das Erhaltenbleiben dieser Axiome 
bei beliebigen endlichen Erweiterungen des Quotientenkürpers nach- 
weisen. Zu den fünf Noether’schen Axiomen tritt noch ein 
Axiom 6, das die Endlichkeit des Wurzelrings ausdrückt. Da die 
Axiome in Polynombereichen erfüllt sind, falls der Koeffizienten- 
kôrper der obigen Endlichkeitsbedingung genügt, so folgen damit 
die Kettensätze für ganze algebraische Funktionen, sowie für 
Funktionalbereiche. 

Wie E. Noether in einer anschliefenden Note zeigen wird, 
läft sich aus dem hier bewiesenen Teilerkettensatz für ganze alge- 
braische Funktionen der Endlichkeitssatz für Invarianten von end- 
lichen Gruppen linearer Substitutionen in Kôrpern der Charakte- 
ristik » beweisen. 


$ 2. Bekannte Hilfssätze !). 

Sei P ein Kôrper von Primzahlcharakteristik p (d. h. ein 
Kôürper wo immer pa = 0, wenn « ein Kôrperelement ist). Ein 
Element « von P hat in jedem Erweiterungskürper hüchstens eine 
p-te Wurzel, denn wenn 8 eine solche ist, so ist 


aa — (x—B}. 


Der Kôrper, der durch Adjunktion der p-ten Wurzeln aller Ele- 
1 


mente von P entsteht, heift p?. Es ist 
FDRUT EL EL 
a? +8? = («+6)? 
und ebenso 
1 


Tir É 
a? .B? — (2B)?. 
1 


Ordnet man also dem Element « das Element «7 zu, so sind P 
1 


1 
und P ? isomorph aufeinander bezogen; PP?. 
1 


Ist P? = P, so heift P vollkommen. Alle endlichen Kôrper 
sind vollkommen; auch alle algebraisch-abgeschlossenen Kôrper. 
Ist À ein Ring ohne Nullteiler, so kann man aus À immer 


1) Vel. E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kôrper, J. f. Math., 137 
(1916), S. 167—309. 
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den Quotientenkürper P bilden. Hat dieser die Charakteristik p, 
sagen wir auch von À, daf er die Charakteristik p hat. In 


1 
P? liegt der Ring R?, der besteht aus den p-ten Wurzeln der 
1 


Elemente von À. Wie vorhin schlieBt man: R? OR, 
1 


Fi rird deñniert dureh Induktion: 


1 
3. De 
Ris (are) | 


1 
RP © R. 


Es ist 


Ein Erweiterungskôrper I’ eines Kôrpers P heiBt von erster 
Art, wenn jedes Element von I' einer Gleichung in P genügt, 
deren linke Seite in einem geeigneten Erweiterungskôrper in lauter 
verschiedene Linearfaktoren zerfällt. Jede andere algebraische 
Erweiterung heift von zweiter Art, und läft sich erzeugen 
aus einer Erweiterung erster Art durch Adjunktion von lauter 
p°-ten Wurzeln. Die hôchste der dabei auftretenden Zahlen e, 
falls sie beschränkt sind, heïft der Exponent der Erweiterung. 

Ein Ring S heift endlich in Bezug auf einen Unterring À 
(oder heiBt endlicher Æ-Modul), wenn er eine endliche Modulbasis 
2,, .., æ, besitzt, sodaB jedes Element sich linear durch die x, und 
ihre Vielfachen r,x, (r, Element von À) ausdrücken läft. Ist T 
endlich in Bezug auf S, und $ endlich in Bezug auf R, so ist T 
endlich in Bezug auf À. Ist umgekehrt 7 endlich in Bezug auf 
R, so ist T endlich in Bezug auf jeden Zwischenring S. 

Wenn für die Ideale in À der Teilerkettensatz gilt (d. h. wenn 
jede Kette von Idealen à,,a,,..., wo à,,,, echter Teiler a,, im 
endlichen abbricht), und wenn $ endlich in Bezug auf À ist, so 
gilt auch für die R-Moduln in S der Teilerkettensatz. Gilt nm- 
gekehrt für R-Moduln in $S der Teilerkettensatz, so ist S endlich 
in Bezug auf Z. 


$& 3. Die Kettensätze und ihre Übertragung. 


Wir betrachten solche Ringbereiche R, welche die folgenden 
Axiome erfüllen, oder sie alle bis auf Axiom 2 erfüllen. 
1) Teilerkettensatz, 


26 Emil Artin und Bartel L. van der Waerden, 


2) Vielfachenkettensatz für die Teiler eines festen vom Naull- 
ideal verschiedenen Ideals, 

8) Existenz des Einheitselements, 

4) Ring ohne Nullteiler, 

5) ganz abgeschlossen im Quotientenkôrper, 3 

6) R hat die Charakteristik p, und der Wurzelring R? ist 
endlich in Bezug auf A. j 

Erläuterung. Bekanntlich sind 1), 3), 4), d) erfüllt für 
Polynomringe K[x,,...,«,], wo K ein Kôrper ist. Erfüllt auBerdem 
K die Bedingung 6), so erfüllt der Polynomring À auch die Be- 
dingung 6), denn die Charakteristik von À ist gleich a von K, 

1 

und aus einer Basis für K? erhält man eine Basis für R?, indem 
man die endlichvielen Potenzprodukte 


Œ1 En 


2? a? (O< a, <p) 


hinzunimmt. 

Diese Eigenschaft von K ist insbesondere dann erfüllt, wenn 
K vollkommen ist, oder wenn K aus einem vollkommenen Kôrper 
durch Adjunktion endlichvieler (transzendenter oder algebraïscher) 
GrôBen entsteht. 

Polynomringe einer Variabeln und rationale Funktionalbereiche 
erfüllen aufBerdem Axiom 2). 

1 

Folgerung aus 6). Jeder Wurzelring RP ist endlich in 

Bezug auf R. Das läft sich durch Induktion leicht zeigen: wegen 
1 1 


der Isomorphie von À und RP ist R?° endlich in Bezug auf 


F0 

Satz. Hat R die Eigenschaften 1), 3), 4), 5), 6), und ist P 
sein Quotientenkôrper, Z eine endliche Erweiterung von P, und S 
der Ring der in Bezug auf À ganzen GrüBen in Z, so gelten die 
Eigenschaften 1), 3), 4), 5), 6) auch für S. Hat R aufBerdem die 
Eigenschaft 2), so gilt 2) auch für S. 

Beweïis. Die Eigenschaften 3) und 4) übertragen sich ohne 
weiteres auf $, während 5) nach Definitionen gilt. Die Eigen- 
schaften 1), 6), und event. 2) sind ohne Mühe zu beweisen, wenn 
erst bewiesen ist, daf S ein endlicher R-Modul ist. Das zeigt 
man wie folgt. 
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Sei l' die grôfite Erweiterung erster Art, die in Z enthalten 
1 
ist. Sei e der Exponent von Z. Dann liegt 2 zwischen I! und 1}. 
1 
Ist C der Ring der ganzen GrüBen in I, so ist C?° der Ring 
1 1 


der ganzen Grüfen in 1?" denn ein Element von I? ist dann 
und nur dann ganz, wenn seine p”te Potenz es ist. Der Ring S liegt 
1 


somit zwischen C und ca 
C ist endlich in Bezug auf À, da es sich beim Übergang von 
C auf À um Erweiterung erster Art handelte. Wegen der Iso- 
1 1 
morphie ist somit auch C? ” endlich in Bezug auf R? ". Dieser 
HE aber nach Voraussetzung endlich in Bezug auf Æ, also ist 


C?° endlich in Bezug auf À. Daraus und aus dem Teiïlerketten- 
satz für Ideale in À folgt der Teilerkettensatz für R-Moduln in 
1 


c?”, also erst recht für À-Moduln in $. Also ist S ein endlicher 
R-Modul, was wir zeigen wollten. 
Der Teilerkettensatz für R-Moduln in S ergibt insbesondere 
den Teiïlerkettensatz für Ideale in S, womit Axiom 1) bewiesen ist. 
1 1 


Axiom 6) folgt so: S? ist endlich in Bezug auf R? (Iso- 
l l 


* morphie), und A? ist endlich in Bezug auf R, also ist S? end- 
lich in Bezug auf ZX, also sicher endlich in Bezug auf $. 

Weiter folgt Axiom 2), falls es für À erfüllt ist, für S in der 
gleichen Weise wie in der Noether’schen Arbeit, sobald man einen 
R-Modul M konstruiert hat, der S umfafit, gleichen Rang hat, und 
eine Modulbasis aus linear-unabhängigen Elementen besitzt. Diesen 
konstruiert man so: Z hat als P- Modul eine Basis 6,,..., 6, aus 
linear-unabhängigen Elementen; drückt man die Basiselemente des 
R-Moduls S durch 6,,...6, linear aus, so sind die Koeffizienten 
Elemente von P, also Quotienten von Elementen von À; ist L das 
Produkt aller dabei auftretenden Nenner, so erzeugen 2. Hp 
den gesuchten R-Modul M. 

Bemerkung. Aus der Endlichkeit von S in Bezug auf R 
folgen, wie in der Noether’schen Arbeit, noch die Kettensätze 
für Ordnungen in $, d.h. für Ringe zwischen À und $. Axiom 5) 
gilt für diese Ringe natürlich im allgemeinen nicht. 


Der Endlichkeitssatz der Invarianten 
endlicher linearer Gruppen der Charakteristik p. 


Von 
Emmy Noether in Gôttingen. 


Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 30. Juli 1926. 


Ich zeige im folgenden, da8 der bekannte Endlichkeïtssatz der 
Invarianten endlicher Gruppen linearer Substitutionen!) erhalten 
bleibt, wenn als Koeffizientenbereich statt eines gewüôhnlichen Zabhl- 
kôürpers ein beliebiger Kürper — also insbesondere der Charakte- 
ristik p?) zugrunde gelegt wird. Dabei versagen aber die bekannten 
Endlichkeitsbeweise, sobald die Ordnung der Gruppe durch p teil- 
bar wird; es müssen tieferliegende arithmetische Tatsachen heran- 
gezogen werden, nämlich das folgende bisher nur für Charakteristik 
Null bekannte 

Endlichkeitskriterium*): Ein Integritätsbereich $ aus 
Polynomen — allgemeiner aus rationalen Funktionen — mit 
Koeffizienten aus einem Kôrper, ist dann und nur dann ein end- 
licher, wenn in 3 ein endlicher Unterring À enthalten ist derart, 
daB 3 algebraisch ganz von À abhängt. Jede Integritätsbasis 
von À wird dann durch eine Modulbasis von 3 inbezug auf einen 
gewissen Unterring von % zu einer Integritätsbasis von S er- 
gänzt. 

Dieses Kriterium — das an sich von selbständigem Interesse 
ist — beruht auf der Existenz der Rationalbasis und auf der Tat- 


1) Für einen elementaren Endlichkeitsbeweis vergl. E. Noether, Der End- 
lichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen. Math. Ann., 77 (1916), S. 89—92. 

2) Für die Begriffe der Kürpertheorie vergl. E. Steinitz, Algebraische 
Theorie der Kôrper. J.f. M., 137 (1910), S. 167—309. Charakteristik in & 4, 
Wurzelkôrper in $ 12, Quotientenkôürper in $ 3. 

3) Vergl. E. Nocther, Algebraische und Differentialinvarianten. Jahresber. 
d. d. Math,-Ver, 32 (1923), S. 177—184, Nr. 3, Satz 4 und die dort angegebene 
Literatur. Im letzten Satz des Kriteriums steht dort fälschlich ,Modulbasis inbezug 


auf A (Fundamentalsystem der ganzen Grôfen) statt ,inbezug auf einen gewissen 
Unterring von $. 
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sache, da der Teilerkettensatz erhalten bleibt beim Übergang zu 
den ganzen GrôBen einer endlichen Erweiterung. Dieser zweite 
Satz ist in der vorangehenden Note von Artin und v. d. Waerden 
für beliebige Charakteristik bewiesen nur unter Zugrundelegung 
einer gewissen, im Fall der endlichen Gruppen erfüllten Endlichkeits- 
voraussetzung für den ursprünglichen Bereich (der Wurzelring stellt 
eine endliche Erweiterung dar). Für die Existenz der Rational- 
basis gebe ich einen für beliebige Kôrper als Koeffizientenbereich 
giltigen Beweis; damit kann ich das Endlichkeitskriterium unter 
der obigen Einschränkung beweisen 

Daf für Invarianten endlicher Gruppen das Endlichkeitskrite- 
rium erfüllt ist, beruht auf dem Prinzip der symmetrischen 
Funktionen. Während aber bei Charakteristik Null die Koef- 
zienten der Galois’schen Resolvente schon die Integritätsbasis 
liefern, erzeugen sie im allgemeinen Fall nur den im Endlichkeits- 
kriterium verlangten endlichen Unterring. Aus der Existenz dieses 
endlichen Unterrings folgt nach denselben Schlüssen die Endlich- 
keit der ,Relativ“-Invarianten und der ,Modular“-Invarianten. 

Unter die hier betrachteten Invarianten fallen als Spezialfälle 
die von Dickson und seiner Schule') behandelten ,projektiven 
Invarianten mod p“. Hier war zwar für Modular-Invarianten, nicht 
aber für allgemeine ,formale“ Invarianten, der Endlichkeitssatz 
bekannt. ; 


$S 1. Das Endlichkeïitskriterium. 


1. Satz von der Existenz der Rationalbasis. Erste 
Fassung: Jedes System S rationaler Funktionen von # Unbe- 
stimmten, mit Koeffizienten aus einem Kôürper P, besitzt eine end- 
liche Rationalbasis; d.h. es gibt endlich viele Funktionen 
des Systems derart, daf jede Funktion des Systems sich rational, 
mit Koeffizienten aus P, durch diese endlich vielen ausdrücken läfit. 


Zweite Fassung: Sei 8 Zwischenkôrper von P und P(x,,...,4,) 
— wo &,,..., %, Unbestimmte bedeuten — von einem Transzendenz- 
grad é =; sei Y,,..., y, ein irreduzibles System”) aus &. Dann 


wird À endliche algebraische Erweiterung von P(y,,...,,). 


1) Vergl. Dickson, On Invariants and the theory of Numbers. The Ma- 
dison Colloquium 1913. Neuere Literatur in den seitdem erschienenen Bänden 
der Transactions of the American Mathematical Society. 

2) Ein System heift nach Steinitz irreduzibel, wenn es aus algebraisch 
unabhängigen Funktionen besteht. Ein System heift vom Transzendenzgrad #, 
wenn es mindestens ein irreduzibles System aus £ Elementen, aber keines aus 
mehr Elementen enthält. Für die im folgenden benutzten einfachen Sätze über 
irreduzible Systeme vergl. Steinitz, $ 22. 
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Die beiden Fassungen sind tatsächlich äquivalent. Es genügt 
nämlich die Existenz der Rationalbasis für alle Zwischenkôrper 
zu beweisen; denn der aus einem System S abgeleitete Kôrper wird 
ein solcher Zwischenkôrper &, dessen Rationalbasis unmittelbar eine 
Rationalbasis von S ergibt, da jedes Element aus # rationale 
Verbindung von endlich vielen Funktionen aus S wird. Aus der 
zweiten Fassung folgt aber, daf ein beliebiges irreduzibles System 
Yi, .., Y aus À, vermehrt um die endlich vielen Funktionen, die 
R als endliche Erweiterung von P(7,,...,y,) charakterisieren, eine 
solche Rationalbasis ergibt. Ist umgekehrt nach der ersten Fassung 
eine Rationalbasis von R& gegeben, so muB nach Definition des 
Transzendenzgrades jedes Basiselement algebraisch abhängig von 
P(y,,...,y;) sein; also wird dadurch 8 als endliche algebraische 
Erweiterung von P(y,,...,y,) charakterisiert. 

Der Satz soll in der zweiten Fassung bewiesen werden. 
Sei vorerst 8 vom selben Transzendenzgrad # wie P(x,,...,4,); 
sei ÿ,,... Y, ein irreduzibles System aus & und folglich aus 
P(x,,...,x,) Wegen des Transzendenzgrades # von Y,,..., y, wird 
jedes x, algebraiïsch über P(y,,...,y,); also wird P(x,,...,x,) und 
damit & als Zwischenkôrper endliche algebraische Erweiterung 
von P{yS aie Yn). 

Sei jetzt {<n; sei die Numerierung der æ so gewählt, daf 
Viper Yes Lys , ein irreduzibles System aus P(x,,..., x,) bilden. 
Es wird also x,,,,..., x, irreduzibel inbezug auf Abe ,%;) und 
damit nach dem transitiven Gesetz der algebraischen Abhängigkeit 
auch irreduzibel inbezug auf 8 und auf jeden Zwischenkôrper 
von P(y,,...,y) und &. Das heiBt aber, da À — R(x,,,,...,x,) 
bezw. M — M(x,,,...,x,) rein transzendente Erweiterung von À 
bezw. M wird; daf also jedes nicht zu 8 gehôrige Element aus 
& transzendent inbezug auf 8 wird, ebenso jedes nicht zu M ge- 
hürige Element aus  transzendent inbezug auf M. Ebenso sei 
P gleich der rein transzendenten Erweiterung P(x,,,,...,2,) gesetzt; 
dann wird Y,,..., y, irreduzibel inbezug auf P. 

Der RE wird sich jetzt auf den oben erledigten zurück- 
führen lassen dadurch, daf P als Koeffizientenbereich zugrunde 
gelegt wird. Aus P < & <P(es sitio) iMtolet memhieh: 
Rlsf SP dun dE) wobei 8 vom gleichen Transzendenzgrad + 
inbezug auf P si wie Pa; .…, Z). Somit besitzt & inbezug auf 
P als Koeffizientenbereich eine de Rationalbasis, etwa y,, .., y;; 
2-4 Dabei kônnen die z aus À gewählt asile da À Ver- 


1) P<8 heifit: P ist in À enthalten, also Unterkôrper von &. 
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einigungskôrper von & und P ist. Es ist zu zeigen, daB À gleich 
M = P(y,,...,%;: 2,2) wird. Es wird M Zwischenkôürper von 
P(y,,...,y;) und R; also ist jedes Element von & algebraisch in- 
bezug auf M. Andererseits wird MW gleich À und somit ist $ in 
M enthalten. Es wird also 8 Zwischenkôrper von W und I, und 
da jedes nicht zu M gehôrige Element aus JW transzendent inbezug 
auf J ist, so wird notwendig 8 mit M identisch. 

Folgerung: Ist P<R<S<P(x,,...,x,), und ist © alge- 
braisch inbezug auf 8, so ist L tete algebraische Er- 
weiterung von R. Denn jedes Element einer Rationalbasis von 
£ ist dann algebraisch inbezug auf R; somit wird £ als endliche 
Erweiterung von R& charakterisiert. 

2. Beweis des Endlichkeitskriteriums. tree 
ist offenbar notwendig; denn wenn $ endlicher Integritätsbereich 
ist, so läBt sich 3 selbst als der de Kriterium auftretende end- 
liche Unterring N auffassen. 

Die Bedingung ist hinreichend unter der Voraussetzung, 


dañ der Wurzelkôrper P "P endliche Erweiterung des 
Koeffizientenkôrpers!), sobald dieser von eo dan D; 
für Charakteristik Null ist keine einschränkende Voraussetzung 
nôtig. Zum Nachweiïs ist zu zeigen, dafi 3 eine endliche Modul- 
basis inbezug auf einen Unterring von HN besitzt. 

Es bedeute & den Quotientenkôürper !) von A und £ den Quo- 
tientenkôrper von %. Diese Quotientenkôrper existieren, da es 
sich um Ringe ohne Nullteiler handelt; und es wird P<R<S 
< P(x,,...,4,). Also wird £ nach der Folgerung unter 1. end- 
licher Ne HD von R; es ist weiter 
nach Voraussetzung jedes Element aus 3 ganz TARA auf À, und 
es wird somit 3 Unterring des aus allen -ganzen Elementen aus 
£ bestehenden Ringes @. Da aber nichts über die ganze Abge- 
schlossenheit von JS in R vorausgesetzt ist, kann die Tatsache, 
daB bei endlicher Erweiterung der Teilerkettensatz erhalten bleibt, 
nicht direkt herangezogen werden. Es mu vielmehr erst zu einem 
gleichfalls endlichen Unterring Æ von J übergegangen werden, 
für den diese ganze Abgeschlossenheit erfüllt ist. 

Es sei vorerst vorausgesetzt, daf der Koeffizientenbereich P 
unendlich viele Elemente enthält. Dann läfit sich aus À ein irre- 
duzibles System g,(x), ..., g,(x) auswählen derart, da und damit 
3 algebraisch ganz von & — P[g,(x),...,g,(x)] abhängt. Bedeutet 
nämlich f,(x), ..., f,(x) die nach Voraussetzung existierende Inte- 


1) Siehe S. 28, FuBnote 2. 
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gritätsbasis von N, und bildet diese kein irreduzibles System, so sei 
— nach etwaiger Umnumerierung der Indizes — F(f,; f,,..., 1.) = 0 
eine Relation, der f, genügt. Ersetzt man f,,...,f,., durch 


a 0 SO A om à 0 


so hängt f, und damit auch f, ..., f,., algebraisch ganz von diesen 
neuen Funktionen ab, wenn die #, als Unbestimmte gewählt werden; 
da P unendlich viele Elemente besitzt, lassen die f, sich so zu 
Elementen aus P spezialisieren, dafi diese ganze Abhängigkeit 
erhalten bleibt. Nach endlich vielen Schritten gelangt man also 
unter Beachtung des transitiven Gesetzes der ganzen Abhängig- 
keit zu dem gesuchten Ring & — P[g,(x),...,g,(x)]!). Es wird © 
endlicher Erweiterungskürper des Quotientenkôrpers P (g, (x), .…, g,(æ)) 
von %, und der aus allen R-ganzen Elementen aus £ bestehende 
Ring @ wird identisch mit dem aller &-ganzen Elemente aus &. 

In € gilt der Teilerkettensatz für das System aller Ideale 
und & ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkürper, beides 
da T dem Polynombereich von & Unbestimmten isomorph ist. Aus 
der Voraussetzung, daf PP endlich inbezug auf P, folgt weiter 
das & ? endlich inbezug auf T°?) Somit gilt in © der Teilerketten- 
satz für das System aller &-Moduln — insbesondere besitzt $ als 
T umfassenden Unterring von @ eine endliche -Modulbasis ?). 
Die Existenz der endlichen &-Modulbasis für $ gilt weiter ohne 
irgend einschränkende Voraussetzung über den Koeffizientenbereich 
P, wenn © Erweiterung erster Art von P(9,(x), ..., g,(x)) wird, 
also insbesondere immer wenn P von der Charakteristik Null ist ©). 

Es bedeute h,(x),..., h,(x) eine ®-Modulbasis von S; dann 
zeigt die Darstellung: f(x) = A,(g)h,(x) +... + 4,(g)h,(x) für be- 
liebiges f(x) aus 3 — wo die À als Elemente aus T Polynome 
in den g bedeuten — dal g,(x), ..., gx), k(x), .…., h,(x) die ge- 
suchte Integritätsbasis bilden. 

Enthält der Kôrper P nur endlich viele Elemente, so enthält 
doch der durch Adjunktion einer Unbestimmten w — d. h. eines 
inbezug auf 3 transzendenten Elementes — entstandene Kôrper 
P(u) unendlich viele Elemente. Also besitzt der Ring S(u) eine 
endliche Integritätsbasis inbezug auf P(u) als Koeffizientenbereich; 
und da (x) Vereinigungsring von 3 und P(u) ist, kann diese Basis 


1) Vergl. Hilbert, Über die vollen Invariantensysteme, $ 1. Math. Ann, 
42 (1893), S. 313—378. 

2) Vergl. die in der Einleitung zitierte Note von Artin-v.d. Waerden. 

3) Vergl. etwa E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in alge- 
braischen Zahl- und Funktionenkôrpern, $ 3. Math. Ann, 96 (1926), S. 26.—61. 
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— durch Aufspalten nach den Potenzen von  — aus $ gewählt 
werden, wobei die Basiselemente 9, von T jetzt kein irreduzibles 
System mehr bilden werden. Damit läfit jedes Polynom f(x) aus 
S eine Darstellung zu: C(u)f(x) — G(u,g;,h), wo C(u) ein von 
Null verschiedenes Polynom aus P[u] bedeutet und G ganz in 
u, 9;, h; wird. Der Vergleich der Koeffizienten einer geeigneten 
Potenz von w zeigt, daf in g;(x) und (x) eine Integritätsbasis 
von 3 gegeben ist. Damit ist das Endlichkeitskriterium 
allgemein bewiesen. 


$ 2. Die Invariantenendlichkeit. 


1. Unter einer endlichenlinearen Gruppe der Charäk- 
teristik p sei verstanden eine Gruppe $ von k linearen Substi- 
tutionen À,,..., 4, (von nicht verschwindender Determinante) mit 
Koeffizienten aus einem Kôrper P der Charakteristik p. Dabei 
sei durch À, die lineare Substitution 


(OR) (&) VO CD) (2) 
CA ES di DE OT cf ca Ly ap On LT + am ln 


oder abkürzend: (2°) — 4,(x) dargestellt. Die Gruppe $ führt 
also die Reihe (x) mit den Elementen x,,..., «, über in die Reïhen 
(x®) mit den Elementen x, ...,4%. Da unter 4,,..., 4, die Iden- 
tität enthalten sein mu, ist auch unter den Reïhen (x) die Reihe 
(x) enthalten. 

Unter einer ganzen rationalen (absoluten) Invariante 
der Gruppe sei verstanden eine solche ganze rationale Funktion 


von %,,..., 4, — mit Koeffizienten aus P!), — die bei Anwendung 
von À,,..., À; identisch ungeändert bleibt. Zu diesen Invarianten 
gehôren also alle symmetrischen Funktionen — mit Koeffizienten 


aus P — der Reïhen (12). Umgekehrt gilt für jede solche Inva- 
riante : 


fQ@) = fa) = ce = fe) oder hef(e) = Fa) ++ ff). 
Hieraus folgt, daB für den Fall, wo die Ordnung * der Gruppe 
nicht durch die Charakteristik teilbar ist — also insbesondere im 


Fall der Charakteristik Null — die symmetrischen Funktionen 


1) Das stellt insofern keine Einschränkung der Allgemeinheit dar, als jede 
Invariante mit Koeffizienten aus einem Kürper der Charakteristik p — der mit P einen 
gemeinsamen Umfassungskôrper besitzen muf, damit die Invarianten definiert sind 
— sich linear aus endlich vielen Invarianten mit Koeffizienten aus P zusammen- 
setzen läft. Man braucht im allgemeinen Fall. nur die Koeffizienten durch solche 
auszudrücken, die inbezug auf P linear unabhängig sind; dann ist die Eigenschañt 
der Invarianz identisch in diesen unabhängigen erfüllt, 

Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 1. 3 
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der Reiïhen (2%), mit Koeffizienten aus P, auch die Gesamtheit der 
Invarianten erschôpfen. Da nun diese symmetrischen Funktionen 
eine endliche Integritätsbasis besitzen, ist in diesem Fall der End- 
lichkeitsbeweis erbracht; zugleich ergibt sich die Integritätsbasis 
als das System Ga ...«, (x) der Koeffizienten der Galoisschen 
Resolvente 1): 


D(z,u) = H(a—ua —... 0,2 


nn 


= + EGu as eu (a+h;atate.+e, =) 


2. Für den Fall, daf » durch p teilbar, braucht nicht not- 
wendig jede Invariante der Gruppe eine symmetrische Funktion 
der Reïhen (2%) zu sein, da man jetzt von L-f(x) nicht mehr auf 
f(x) schliefen kann. Es bildet aber der aus den endlich vielen 
Invarianten Go ...«,() — den Koeffizienten der Galoisschen 
Resolvente — abgeleitete Ring % einen endlichen Unterring des 
Systems 3 aller Invarianten, und es ist zu zeigen, da8 3 inbezug 
auf À die Voraussetzungen des Endlichkeitskriteriums erfüllt. 

Vorerst kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit*) als 
Koeffizientenbereich der aus allen Substitutionskoeffizienten af 
abgeleitete Unterkôrper P von P zugrunde gelegt werden. Dieser 
aus endlich vielen Elementen abgeleitete Kürper entsteht also 
durch Adjunktion endlich vieler algebraischer oder transzendenter 
Elemente zum Primkôrper; und da der Primkôrper vollkommen, 
so folgt daf P'/ endlich inbezug auf P ist 5 

Es ist weiter zu zeigen, daB $ algebraisch ganz von f ab- 
hängt. Nach 1. tritt unter den L Reihen 4° auch die ursprüng- 
liche x,,..., x, auf; also verschwindet die Galoissche Resolvente 
D(z,u) für z — u,x, +: +u,x, identisch in w. Spezialisiert man 
jeweils alle « zu Null bis auf «,, das gleich der Einheit gesetzt 
wird, so ergibt sich eine Relation: 


di + Zn Gao0...a...00(@) = 0  (a+h;at+a =), 


die zeigt, daf jedes x, algebraisch ganz von À abhängt. Damit 
aber gilt das gleiche für jedes beliebige Polynom in x; insbe- 
sondere hängt also S algebraisch ganz von R ab. Damit sind die 
Voraussetzungen des Endlichkeitskriteriums erfüllt, die Inva- 
riantenendlichkeit ist bewiesen. 


1) Siehe $. 28, FufBnote 1. 
2) Siehe $. 33, FuBnote. 
3) Siehe S. 32, FuBnote 2. 
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8. Es sei bemerkt, da8 die gleichen Schlüsse die Endlich- 
keit der Relativ- und der Modularinvarianten ergeben. 
Ein Polynom f(x) heift Relativinvariante der Gruppe, wenn 
alle f(x®) sich von f(x) nur durch einen von Null verschiedenen 
Faktor aus P unterscheiden. Das System der absoluten Inva- 
rianten — insbesondere also der aus den G@,4 . .«, (4) abgeleitete 
Ring 9 — bildet also einen endlichen Unterring des aus allen 
Relativinvarianten abgeleiteten Rings; und wie oben sind die 
Voraussetzungen des Endlichkeitskriterinms inbezug auf  erfüllt. 

Ein Polynom f(x) heift Modularinvariante der Gruppe, 
wenn f(x) gleich f(x”) wird für jedes spezielle Wertsystem 
% —= %4,..., æ, — «, aus P. Jede absolute Invariante ist zu- 
gleich Modularinvariante; wenn aber P nur endlich viele Elemente 
enthält, so braucht des Umgekehrte nicht zu gelten. Auch hier 
sind die Voraussetzungen des Endlichkeitskriteriums inbezug auf 
den aus den Ge ...«, (x) abgeleiteten Unterring 9 erfüllt. 
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Über die sog. Variolite des Oberharzer Diabaszuges. 


Von 
0. Mügge. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 2. 7. 1926. 


Von Osterode bis Altenau erstreckt sich westlich des Sôsetals 
und, jenseit des Dammgrabens, im Polstertal der Oberharzer 
Diabaszug. Die Schichten, in denen die von Schalsteinen und 
Eisenerzlagern begleiteten Diabase auftreten, gehôren z.T. zum 
oberen Mitteldevon, z. T. zum unteren Oberdevon; unter letzteren 
sind namentlich auch sog. Variolite, von denen im folgenden 
die Rede sein soll. 

Wie aus der geologischen Spezialkarte, BI. Riefensbeek und 
BL Osterode zu ersehen, treten diese ,Variolite“ fast in dem 
ganzen genannten Teile des Zuges auf etwa 10 km Länge auf; die 
folgenden Angaben fufen meist auf dem Befund an Stücken vom 
Clausberg, Ziegenberg und Bärenbruch bei Buntenbock und vom 
Kebrzu, Huttal, Tränkeberg und Polstertal. 

Die , Variolite“ unterscheiden sich von den gewühnlichen Dia- 
basen makroskopisch durch weifliche- bis gelblichgraue Flecken, 
deren Durchmesser zwar nach allen Richtungen ungefähr gleich 
ist (0.5—4 mm), deren Umrisse aber keineswegs (wie meist bei an- 
deren variolitischen Diabasen) rundlich sind, sondern im Kleinen 
sehr unregelmäfig, auch mit ein- und ausspringenden Winkeln ver- 
laufen. Die Zahl dieser Flecken schwankt zwischen ca. 60 pro 
em” bei kleinen und nur etwa 10 bei grôBeren. Im Allgemeinen 
dürfte die von den Flecken eingenommene Fläche nicht mehr als 
‘/a des Ganzen ausmachen. Frische Bruchflächen gehen i. A. ohne 
Ablenkung durch die ,Variolen“ (Flecken) hindurch, auf verwit- 
terten, sowie auf kugligen Absonderungsflächen heben sie sich zu- 
weilen als kleine hôückerige Kügelchen ab, 6fter von braunen Eisen- 
hydraten überzogen; seltener treten sie erst auf verwitterten 
Flächen deutlich hervor. Bei starker Verwitterung bezeichnen 
Lôcher ïhre Stellen, sodaf derartige Gesteine äuBerlich Mandel- 
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steinen (mit ausgewitterten Mandeln) ähneln: wirkliche Mandel- 
steine sind mir unter den ,Varioliten“ aber nicht bekannt ge- 
worden. Nur vereinzelt erwiesen sich helle, durch ihre grôbere 
Krystallinität und Kompaktheit auffallende unregelmäfige Flecke 
als Karbonat-Anhäufungen. 

Im Übrigen erkennt man meist schon makroskopisch, nament- 
ich auf angeschliffenen Flächen, da das unregelmäbig - strahlige 
Gefüge der Feldspate sich ohne merkliche ÀÂnderung in die , Vari- 
olen“ fortsetzt. Bei der Deutlichkeit, mit der die , Variolen“ sich 
makroskopisch von ihrer ten ee abheben, ist man etwas 
verwundert, daf sie im durchfallenden Licht zunächst kaum er- 
kennbar sind. In der Durchsicht erscheinen sie nur wenig trüber 
als ihre Zwischenmasse, letztere zwar dunkler (gelblichgrün) ge- 
färbt, aber klarer. 

Struktué und mineralogische Zusammensetzung der Zwisch en- 
masse der ,Variolen“ sind die gewühnliche der kürnigen und 
spilitischen Disc Plagioklastafeln (im Querschnitt leisten- 
fôrmig) mit farblosem bis bräunlichviolettem Augit, der zwar Kry- 
stallform 1. A. nicht erkennen läfit, aber die Zwischenräume der 
Plagioklase keineswegs ganz ausfüllt. Diese werden vielmehr zum 
guten Teil von feinen Blättchen und Schüppchen (im Querschnitt 
faserig) chloritischer und vielleicht auch serpentinartiger und se- 
rizithaltiger gelblichgrüner Aggregate eingenommen, die vielfach 
konzentrisch-strahlig und zugleich schalig, ähnlich wie Mandelfül- 
lungen angeordnet sind, obwohl die von ïihnen eingenommenen 
Räume nicht die rundlichen Umrisse von Mandeln haben, sondern 
ein Teil der spitzwinklig unregelmäBigen Lücken zwischen den 
Plagioklasen sind. 

Die Plagioklase scheinen, obwohl an ihnen kaum isomorphe 
Schichtung zu erkennen ist, nach ïihren optischen Eigenschaften 
zwischen basischem Andesin (Ans) und fast reinem Albit zu 
schwanken. Einigermafen gut durchsichtige Blättchen sind selten, 
namentlich in jenen Diabasen, die sich den Spiliten nähern. Hier 
nimmt der Plagioklas auch üfter Leistenform an, sodaf dann seine 
Querschnitte mit den häufigen und grofen zentralen Grundmasse- 
Einschlüssen die bekannte Rahmenform zeigen. Bei den lang- 
leistenformigen Durchschnitten fällt die häufige und starke, an- 
scheinend bruchlose Verbiegung auf. 

Der nahezu farblose bis violett-bräunliche Augit erscheint 
in spilitischen Gesteinen nicht nur als Füllsel, sondern auch in 
dünnstengligen hypoparallelen Aggregaten, z. T. mit krystallogra- 
phischer Begrenzung. Wie weit er der Chloritisierung anheim ge- 
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fallen ist, läft sich angesichts seiner unregelmäfigen Form und 
der vollständigen Zersetzung der glasreichen Grundmasse nicht 
sagen, immerhin scheint müglich, dal jetzt durch Grundmasse 
getrennte, krystallographisch aber parallel orientierte Kôrner, als 
der Zersetzung entgangene Reste desselben Individuums aufzu- 
fassen sind. Im Gegensatz zum Plagioklas ist er, wenigstens in 
den kürnigen Gesteinen, frei von Einschlüssen, zeigt nur selten 
schwache isomorphe Schichtung. 

Olivin und Apatit wurden nicht beobachtet. Von oxy- 
dischem Eisenerz wurden nur in einem Gestein noch geringe 
Spuren angetroffen; Klümpchen und Kôrnchen von Leucoxen sind 
aber so verbreitet, daB eine früher allgemeine Verbreitung eines 
Ti-haltigen Erzes als sicher anzunehmen ist. 

Geschwefeltes Eisenerz findet sich als Pyrit ôfter in 
unregelmäBigen Kôürnchen von 0.2—2 mm GrôBe, meist an einzelnen 
Stellen etwas gehäuft, nicht in gleichmäRiger Verbreitung. 

Zwischen diesen Gemengteilen liegt (au$erhalb der sog. Va- 
riolen) eine grünliche Grundmasse, die z. T. fein fleckig polarisiert, 
z. T. Aggregate deutlicher kleiner grüner Blättchen bildet, die 
durchaus Chlorit gleichen. Meist aber besteht sie aus annähernd 
parallelen grünlichen Fasern (? Querschnitten von Blättchen), die 
äbnlich wie in Blasenräumen von Mandelsteinen senkrecht zur 
Wandung der von Plagioklas und Augit frei gelassenen Räume 
stehen oder senkrecht zur Oberfläche von ursprünglich wohl kol- 
loidalen traubigen oder halbkugeligen Massen, die die Wandungen 
dieser Hohlräume besetzten. Nach Brechung, Stärke, Vorzeichen 
und Orientierung der Doppelbrechung und den anomalen Inter- 
ferenzfarben scheinen sie Chlorit zu sein, dem aber vielleicht etwas 
Serizit und Serpentin beigemischt ist. Aufer diesen kommen sel- 
tener auch farblose Aggregate vor, die z. T. zeolithisch sein mügen, 
z. T. sicher Quarz sind. 

Auferhalb der ,Variolen“ bieten demnach diese Diabase nach 
Zusammensetzung und Struktur kaum etwas Ungewühnliches und 
sie sind nur deshalb etwas im Einzelnen beschrieben, um die 
Eigenartigkeit der Zusammensetzung der ,Variolen“ in das 
rechte Licht zu setzen. 

Die Plagioklase setzen, wie schon oben bemerkt, scheinbar 
ganz unverändert in die ,Variolen“ fort. Hinsichtlich Form, 
Grüfie und Anordnung seiner Leisten (Tafeln) macht sich nirgend 
ein Unterschied gegenüber den Plagioklasen auBerhalb der » Va- 
riclen* bemerklich, namentlich fehlt jede Andeutung einer STE 
strahligen das zum Mittelpunkt der ,Variolen“. Eine 
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genauere Betrachtung zeigt aber, daf die Durchschnitte der Feld- 
spate innerhalb der , Variolen‘ trüb sind, da sie andererseits da- 
durch heller erscheinen, daf ihnen die aus den Einschlüssen der 
glasreichen Grundmasse entstandenen grünen chloritischen (und 
vielleicht serizitischen) Neubildungen fehlen. Zwischen gekreuzten 
Nikols erkennt man alsbald, daB sie vollständig in ein Aggregat 
von z. T. etwas strahlig geordneten kurzen Leistchen (Querschnitten 
von Täfelchen) und Kôrnchen verwandelt sind. Diese haben hühere 
Brechung und Doppelbrechung (Interferenzfarbe rotorange bei ge- 
wôühnlicher Schliffdicke), parallel der Längsrichtung der Quer- 
schnitte der rosettig angeordneten Blättchen liegt a; Interferenz- 
bilder zu erhalten, war bei der Kleinheit der Durchschnitte nicht 
môüglich. 

Die Leistchen haben keine regelmäfige Stellung zum Plagio- 
klas, indessen ist ôfter zu erkennen, da ihre Grenzen z. T. mit 
den Umrifilinien der früheren Plagioklase und den Grenzen ihrer 
Zwillingslamellen zusammenfallen. Nach ïhren Eigenschaften 
kônnten sie Prehnit sein. In dieses Mineral scheinen auch die 
früheren chloritisierten Grundmasseeinschlüsse der Plagioklase ver- 
wandelt. 

Der Augit zeigt innerhalb der ,Variolen“ genau dieselben 
Eigenschaften wie auBerhalb; jedes Individuum setzt sich unver- 
ändert in die ,Variole“ fort. Auch für Leucoxen gilt dasselbe. 
Die ,Variolen“ würden sich daher makroskopisch wohl kaum so 
. stark bemerkbar machen, wenn nicht die Grundmasse in ihnen 
einen erheblichen Unterschied aufwiese: sie erscheint nicht mehr 
grüngelb, sondern farblos, die sie aufbauenden Minerale zeigen 
auch nicht mehr die Interferenzfarben von Chlorit, sondern solche 
von derselben Hühe und Art wie das Prehnit-ähnliche Mineral im 
Plagioklas. Die ,Variolen“ heben sich daher auch zwischen ge- 
kreuzten Nikols von ihrer Zwischenmasse als unregelmäBig-rund- 
liche Flecke stärkerer Aufhellung ab. Dabei ist die frühere 
Struktur nach Art von Mandelfüllungen ôfter noch deutlich zu er- 
kennen, es handelt sich also um eine Pseudomorphosierung nach 
der Umwandlung der Grundmasse in chloritische Substanz. 

Besonders bezeichnend ist nun, dañ die Umwand- 
lung der Plagioklase in das Prehnit-ähnliche Mineral 
nur innerhalb jenes. Gebietes stattgefunden hat, in 
dem auch die Diabasgrundmasse entfärbt ist, derart, 
daB dieselbe Feldspatleiste, die innerhalb des ent- 
färbten ,Variolen“-Gebietes prehnitisiert ist, unver- 
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ändert erscheint, soweit sie aus diesem Gebiet her- 
ausragt. 

Chemie der Umwandlung in den ,Variolen“. Es ist 
wohl anzunehmen, da die aus der Zersetzung der glasreichen 
Grundmasse entstandenen chloritischen Massen besonders eisenreich 
waren, zumal sie auch noch einen Teil jenes Eisens festhalten 
konnten, das bei der Leucoxenisierung des Ti-haltigen Eisenerzes 
frei wurde. Diese Eisenmengen müssen bei der Entstehung der 
»Variolen“ fast ganz entfernt sein, denn ihre Neubildungen sind 
farblos, den Variolen verblieb nur das in den Pyroxenen gebun- 
dene Eisen. AuBerdem mu aber, wenn die Neubildungen in den 
Plagioklasen und in der Grundmasse Prehnit sind, in ihnen na- 
mentlich eine Anreicherung an Ca und eine Verarmung an Mg 
eingetreten sein, ferner eine Verarmung an Na, das ja in der 
Hauptsache im Plagioklas gebunden war. 

Dem entspricht nun in der Tat die chemische Zusammenset- 
zung der ,Variolen“ im Vergleich mit ihrer Zwischenmasse, wie 
die Zahlen unter I und Il zeigen. (Analysen von Naima Sahl- 
bom, Stockholm; die Zahlen beziehen sich auf bei 105° getrocknete 
Substanz; CO2, P2 O5, CI und SO: sind wegen der geringen Menge 
zur Verfügung stehender Substanz nicht bestimmt.) Das Material 
zu den beiden Analysen wurde auf folgende Weise gewonnen: aus 
dem ,variolitischen“ Diabas vom Clausberg, südl. Ziegenberg bei 
Buntenbock wurden Platten von etwa 5 mm Dicke geschnitten 
und fein abgeschliffen, sodaB die Flecke sich deutlich von ihrer 
Zwischenmasse abhoben. Nun wurden mittelst Drillbohrer in die 
Variolen halbkugelige Vertiefungen vom Radius der Flecken ge- 
bohrt und dabei 0.415 g , Variolen“-Pulver gewonnen, dann analog 
von derselben Platte 0.690 g von der Zwischenmasse der , Variolen“. 

I. (Zwischenmasse). IT. (,Variolen“). 
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Danach ist der Gehalt an Eisenoxyden in den , Variolen“ um 
ungefähr 6%, d.i. um die Hälfte niedriger als in der Zwischen- 
masse; der an MeO um mehr als 6% niedriger (d.i. nur noch 
1/3), der an NaæO auch nur noch ‘/; des ursprünglichen, dagegen 
der an CaO um 119% hôher, d. i. der dreifache. Da zugleich Al: Os 
merklich zugenommen hat, künnte die für die , Variolen“ charak- 
teristische Neubildung danach auch Zoisit sein, dann wäre aber 
kaum ein so hoher Gehalt an H20 zu erwarten, auch stimmen da- 
mit nicht die optischen Eigenschaften der Neubildung. Auch 
Lawsonit (mit z. T. ähnlichen optischen Eigenschaften wie Prebnit) 
ist wegen seines hohen Gehaltes an H20 wenig wahrscheinlich. 
Auch die Art der Gruppierung der Neubildungen zu (im Quer- 
schnitt) fächerfôrmigen Aggregaten spricht durchaus zu Gunsten 
von Prehnit. 

Das in den , Variolen“ gefundene Na20 dürfte z. T. noch un- 
zersetztem Plagioklas angehüren, da beim Ausbohren der Substanz 
keine ganz scharfe Trennung von ,Variole“ und Zwischenmasse 
zu erzielen war. Das K20 mag serizitischen Zersetzungsprodukten 
zugehôren, die bei so feinem Korn u. d. M. nicht sicher vom 
Prehnit zu unterscheiden sind. 

Versuche, den Mineralbestand der , Variolen“ durch eine Tren- 
nung nach der Dichte zu bestätigen, hatten wegen der geringen 
Korngrôüfe und der innigen Durchwachsung der Gemengteile keinen 
guten Erfolg. Sie bestätigten im Wesentlichen nur, daf auch die 
hellen Gemengteile jetzt eine Dichte > 2.68, d.1i. hôher als Anco 
haben, obwohl die optische Bestimmung Plagioklase nur bis Ans 
nachgewiesen hatte. Nur ca. 6.51% hatte eine Dichte < 2.68 und 
bestand ebenfalls aus getrübten, aber feineren Blättchen von Pla- 
gioklas. Die prehnitisierten Plagioklase trennten sich nicht von 
denen mit chloritisierten Grundmasse-Einschlüssen. 

Prehnit ist in Diabasen bekanntlich schon üfter beobachtet 
und zwar als Umwandlungsprodukt des Plagioklas. Was in den 
,Varioliten“ auffällt, das ist die Beschränkung der Umwand- 
lung auf kleine annähernd kuglige Bezirke, was auf 
annähernd punktfôrmige Ausgangsstellen schliefen läft. Es ist 
mir nicht gelungen, die Ursache dafür aufzufinden. 

Ein Vergleich mit den ,Knoten“ kontaktmetamorpher Gre- 
steine liegt nahe. Wo ein solcher entsteht, ist offenbar Ubersät- 
tigung in Bezug auf das Knotenmineral vorhanden. In seinem 
Krystallisationshof wird die für die Entstehung neuer Keime nô- 
tige Übersättigung meist nicht mehr erreicht, und so kommt es, 
daB die Knoten einen gewissen Abstand von einander bewahren. 
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Irgend welche Anzeichen dafür, da$ unseren , Variolen“ ein sol- 
ches (krystallographisch einheitliches) Mineral zu Grunde gelegen 
habe und später in das Prehnitaggregat umgewandelt sei, fehlen 1). 
| Auch die Annahme, daf an Stelle der Prehnit-Variolen früher 
richtige Sphaerolith-Variolen vorhanden gewesen seien, ist sehr 
unwahrscheinlich, von ihrer Struktur wäre keine Spur erhalten, 
obwohl die Formen der Plagioklase (die dann in den Sphaero- 
lithen eingebettet gewesen wären) noch gut zu erkennen sind. 

Näbher liegt es, für die lokale Prebnitbildung eine lokale 
Ursache zu suchen, die gleichzeitig die Zersetzung des Plagio- 
klas und die Entfärbung der zersetzten Grundmasse innerhalb der 
, Variolen“ bewirkte. Man künnte z. B. daran denken, da feine 
Trüpfchen (oder Kryställechen) eines Sulfids (Pyrit) in der Schmelze 
dispergiert waren und infolge Oxydation Zersetzungsherde wurden. 
Das würde die auferordentliche Verminderung des Gehaltes an 
Fe, Mg und Na, deren Sulfate leicht lôslich sind, in den , Vari- 
olen“ erklären. Nun sind mir aus dem Harze wohl Diabase be- 
kannt, in denen kleine Pyritkrystalle etwa so verteilt sind, wie die 
Mittelpunkte der , Variolen“. Aber bei ihnen hat der Pyrit in der 
2—3 mm dicken Verwitterungsrinde, wohl unter Wegführung der 
gebildeten Schwefelsäure, wie gewühnlich eine Oxydation zu Eisen- 
hydroxyden erfahren. Für die ,Variolen“ müfite man eine Oxy- 
dation nur bis zur Bildung von Eisenvitriol (unter Wegführung 
desselben) und Schwefelsäure annehmen, also nicht an der Luft, 
sondern unter sehr langsamer Sauerstoffzufuhr (untermeerisch ?) 
oder aus andern Quellen (z. B. Eisenoxydverbindungen des Dia- 
bases). Da in keiner ,Variole“ auch nur Spuren früherer Pyrit- 
kerne zu erkennen waren, bleibt auch diese Erklärung sebr hypo- 
thetisch. 

Da aber die weifien Flecke in den Diabasen des Oberharzer 
Diabaszuges hôchst wahrscheinlich ganz andern Vorgängen ihre 
Entstehung verdanken als die Variolen in den eigentlichen Vario- 
liten, wäre es irreführend, weiterhin von ihnen als Oberharzer 
Varioliten zu sprechen, vielleicht empfehlt sich einstweilen die 
neutrale Bezeichnung , Fleckendiabase“. 


1) Analcim ist zwar (Erläutgen. BI. Ricfensbeek p.37) in Diabasen des 
Acker beobachtet; andrerseits fand Utendürfer (Zentralbl. 1915, 647) durch 
Prehnit pseudomorphosierte Analcime; aber es fehlt jeder Anbalt dafür, daf 
Analcim in den Variolen vorhanden gewesen sei (er müfte vorher Plagioklas 
pseudomorphosiert haben). 
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Fleckendiabase des Acker. 


Fleckendiabase sind mir nur aus dem Oberharzer Diabaszug 
bekannt geworden. Ob zu ihnen auch die , Variolite“ vom Henkers- 
berg bei Wernigerode gehüren, die Lossen') kurz erwähnte, weif 
ich nicht. Auf BI. Riefensbeek sind aber auch Diabase des Acker 
mit der Variolit-Signatur eingetragen, von denen ich das Vor- 
kommen oberhalb der Wolfsklippe kennen gelernt habe. Sie 
werden in den Erläuterungen zur Karte als silurische Diabase 
des Bruchberg-Acker-Gebietes unter den normalen Olivin-führenden 
Diabasen aufgeführt. 

Makroskopisch erscheint das Gestein etwas frischer als die des 
Osteroder Zuges, die Flecken sind zuweilen nur auf den Verwitte- 
rungsflächen gut zu erkennen, auf frischen Bruchflächen weniger 
deutlich, aber u. d. M. ist auch bei ihnen der Unterschied zwischen 
der gelblichgrünen Grundmasse auBerhalb und der farblosen inner- 
halb der Flecken nicht zu übersehen. Sie führen noch schwarzes 
Erz, um das der Leucoxen erst schmale Säume bildet, es ist auch 
in den Flecken noch vorhanden, und dieser Umstand mag dazu 
beitragen, den makroskopischen Gegensatz zwischen ihnen und 
ihrer Zwischenmasse zu vermindern. Daneben ist hier etwas 
braune Hornblende vorhanden, meist als Umwachsung des Augit. 

Grundmasse und Plagioklas zeigen innerhalb der 
Flecke dieselben Veränderungen wie im Osteroder 
ZLuge. 

Da die beiden Parallelzüge von Fleckendiabas westlich und 
ôstlich des Sôsetals nur etwa 4km von einander entfernt sind, 
liegt es bei ihrer übereinstimmenden einzigartigen Ausbildung 
nahe, anzunehmen, da sie Reste etwa derselben grôfieren Decke, 
also auch gleichaltrig sind. Die Annahme des silurischen Alters 
der Ackersedimente, denen die Fleckendiabase eingelagert sind, 
gründet sich meines Wissens auch jetzt noch nur auf ihre petro- 
graphische Âhnlichkeit mit solchen des Kellerwaldes. Solche pe- 
trographischen Âdhnlichkeiten sind natürlich, namentlich bei so 
groBen Entfernungen, nur unsichere Anhaltspunkte für die Alters- 
bestimmung. Läfit man sie aber gelten, so wird man kaum umhin 
kônnen, auch der einzigartigen Übereinstimmung der beiden nur 
4km von einander entfernten Kleckendiabaszüge Rechnung zu 
tragen, von denen der westliche zweifellos dem älteren Oberdevon 
zuzurechnen ist. Im Übrigen scheint ja nach den Bemerkungen 


1) Lossen, Jahrb. d. preuf. geol. Landesanstalt f. 1880, p. 11. 
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von H. Schmidt’) und von Correns*) über das Alter der Acker- 
Sedimente noch immer nicht das letzte Wort gesprochen zu sein. 


Nach Niederschrift und Vortrag des Vorstehenden erfuhr ich 
von Herrn H. Schmidt, daB die fraglichen Gresteine des Keller- 
waldes nach ihren Petrefakten zweifellos gleichaltrig mit denen 
des Oberharzer Diabaszuges (u. zwar unterkulmisch) sind. Die 
Untersuchungen von Herrn Schmidt sind im Druck. 

Nunmebr läft sich also das Alter der Acker-Diabasgesteine 
widerspruchslos sowohl (auf Grund der petrographischen Be- 
schaffenheit der Sedimente) mit denen des Kellerwaldes, wie auch 
(auf Grund des Auftretens der Fleckendiabase) mit denen des 
Osteroder Zuges parallelisieren. 


1) H. Schmidt, Zeitschr. d. Deutsch. Geol. Ges. 77, — 201 —, 1925. 
2) Correns, das. p. — 242 —, 


Zur Kenntnis des Volumgesetzes der festen Stoffe. 


Von 


Wilhelm Biltz. 
(Mit 4 Figuren.) . 


Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Juli 1926. 


Wenn man zu prüfen wünscht, ob für feste Stoffe eine räum- 
liche Gesetzmäfigkeit besteht, vergleichbar der für Gase gültigen, 
so sind Voraussetzung, Deutung und Gültigkeitsbereich des Volum- 
gesetzes der Gase zu berücksichtigen. Voraussetzung für die Er- 
kenntnis des Gasgesetzes war die Einhaltung gleicher Temperatur- 
und Druckbedingungen in den reagierenden Gasen; die molekular- 
theoretische Deutung brachte Avogadro’s Satz, der die Mole- 
küle der Gase zu zählen erlaubt; den Gültigkeitsbereich umgrenzte 
van der Waals. 

GewiB muB man sich von vornherein darüber klar sein, daf 
bei festen Stoffen in viel hôüherem Mafe, als bei Gasen, eine et- 
waige, allgemeingültige Raumbeziehung durch die stoffliche Eigen- 
art der Gitterbestandteile verschleiert, also eine besonders starke 
Abstraktion von den festen Stoffen der Wirklichkeit zu den idealen 
festen Stoffen nôtig wird. Unter diesem Eindrucke hatte man es 
bis vor kurzem aufgegeben, die zum Teil schon aus den ersten 
Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts stammenden, insbesondere 
auf H. Schrôüder zurückgehenden Ergebnisse weiter zu verfolgen. 

Indessen ermüglicht zur Zeit das von Laue’sche Verfahren 
die Zählung der Bausteine in kristallisierten Stoffen; es würde 
also, wenn überhaupt von einer Volumbeziehung zwischen reagie- 
renden festen Stoffen gesprochen werden darf, die im idealen 
Grenzfalle eine allgemeine Bedeutung beansprucht, die Grundlage 
zur Deutung eines solchen Satzes bilden. 

Zur Prüfung auf das Bestehen einer solchen Volumbeziehung 
ist es nun ratsam, als Vergleichstemperatur eine dem 
absoluten Nullpunkte môglichst naheliegende zu 
wählen. Denn, wie Guldberg zeigte, stimmt der Zustand aller 
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Stoffe im Nullpunkte überein, und, wie Nernst betonte, ,befinden 
sich die festen Kürper bei tiefen Temperaturen in einem ähnlich 
einfachen Zustande, wie die Grase bei gewôhnlichen Temperaturen*, 
insofern als beiderseits Grenzfälle des zweiten Hauptsatzes ver- 
wirklicht sind. 

Das Versuchsmaterial hat sich gegenwärtig gehäuft: die 
Rüntgenmessungen an Kristallen geben deren spezifische Volumina ; 
für viele Stoffe, deren Dichten nur ungenau bestimmt waren, liegen 
Kontrollmessungen vor, und es ermôglicht teils die Messung, teils 
eine brauchbare Extrapolation eine Aussage über die Volumina 
der Kristalle bei tiefen Temperaturen. Es rechtfertigt sich damit 
eine Zusammenstellung der seit 1923 unter den vorgetragenen Ge- 
sichtspunkten gewonnenen Untersuchungsergebnisse. Der Bericht 
kann bei dem Umfange des Gegenstandes freilich in manchen 
Einzelheiten nur als vorläufiger bezeichnet werden und mufñ durch 
eine ausführlichere Verôffentlichung des gesamten Tabellenmate- 
rials vervollständigt werden. Das Ergebnis beruht vüllig auf sta- 
tistischer Auswertung der Erfahrung; ein Versuch zur gittertheo- 
retischen Deutung des Resultats liegt auferhalb des Rahmens der 
Abhandlung. 


I. Die näherungsweïise Ermittelung der Nullpunkts- 
volumina; Nullpunktsvolumina der Elemente. 


Wie sich die Raumbeanspruchung kristallisierter Stoffe bei 
gewôhnlicher Temperatur von der beim Nullpunkte unterscheidet, 
läft sich nach dem Theorem von Nernst angeben. Grüneisen 
und in Einzelheiten u. a. Valentiner mit Wallot und Heng- 
lein zeigten, daf die Ausdehnungskoeffizienten mit sinkender 
Temperatur schnell abnehmen. Es konnten daher Messungen der 
Dichte, die bei der Temperatur der flüssigen Luft angestellt waren, 
im allgemeinen ohne wesentliche Korrektur verwendet werden. 
Für Salze beträgt, wie Henglein an einigen Beispielen nachwies, 
der Volumunterschied zwischen Zimmertemperatur und Nullpunkt 
2—30,0. Eine etwas stärkere Korrektur schien für Metalle, eine 
kleinere für hochschmelzende Oxyde vom Korund- oder Quarztypus 
angebracht. Wo es sich um den Vergleich von festen Stoffen ähn- 
licher Art handelte, die zu einer ebenfalls gleichartigen Verbin- 
dung zusammentreten (z. B. Salze zu Doppelsalzen), konnte auf 
eine Nullpunktskorrektur verzichtet werden. Wo die Nullpunkts- 
korrektur wesentlichen Zweifeln unterlag, sind die Resultate mit 
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den Originalwerten und den ausgiebig korrigierten Werten be- 
rechnet, und so wahrscheinliche Werte eingegabelt worden. In 
der vorliegenden Abhandlung sind diese Extremwerte nicht mit 
aufgeführt. Die Angaben über die Dichten wurden dem Werke 
P. Groth’s, Chemische Kristallographie, den Tabellen von Lan- 
dolt und Bôrnstein und der Originalliteratur entnommen: für 
eine nicht unbeträchtliche Zahl von Stoffen (u. a. Legierungen, 
Komplexverbindungen und Halogeniden) lagen Kontrollmessungen 
oder erstmalige Messungen aus dem hiesigen Institute vor. Die 
aus rüntgenographischen Bestimmungen abgeleiteten Dichten sind 
in den International Critical Tables, New York, 1926, von R. W. G. 
Wyckoff mit grofier Vollständigkeit zusammengestellt. Ferner 
konnte noch das neueste Material aus den Verüffentlichungen 
V. M. Goldschmidt’s, Oslo, berücksichtigt werden. 

Ein entscheidender Fortschritt gegenüber den Arbeiten von 
Schrüder und seinen Zeitgenossen lag in der Môüglichkeit, auch 
für zahlreiche Stoffe, deren Zustand unter normalen Bedingungen 
von dem am Nullpunkte weit entfernt ist, die Volumina angeben 
zu kôünnen, die sie bei tiefen Temperaturen einnehmen. Nernst 
hat in seinem Lehrbuche (Ausgabe 1926, 248) die Nullpunktsräume 
einiger Stoffe angegeben, die teils nach der Regel der graden 
Mittellinie, teils nach den Guldberg’schen Sätzen der Kompressi- 
bilität und der Ausdehnung ermittelt sind, und mit ihnen die aus 
der Zustandsgleichung folsende Beziehung zwischen kritischem 
Volumen und Nullpunktsvolumen geprüft. Ein sehr viel grôfieres, 
hauptsächlich organische Stoffe betreffendes Material findet sich in 
der Originalarbeit Guldberg'’s1). Neuerdings hat R. Lorenz”*) 
unter Zugrundelegung der Guldberg’schen Sätze weitere em- 
pirische Beziehungen des Nullpunktsvolumens zum Siedepunkts- 
volaumen und zum Schmelzpunktsvolumen aufgefunden und schlief- 
lich eine Gleichung aufgestellt," die das Nullpunktsvolumen mit 
der Siedetemperatur und einem bei beliebiger Temperatur ermit- 
telten Flüssigkeits-Volumen verbindet. W. Herz*) hat dann seit 
1919 die Nullpunktsvolumina zahlreicher Stoffe nach den Lorenz- 
schen Regeln berechnet. Wo eine Kontrolle dieser Werte mit 
Hilfe von Messungen bei tiefen Temperaturen müglich war, zeigte 
sich oft gute Übereinstimmung; wo, wie beim Wasserstoff, die 
kritische Temperatur nicht sehr weit vom Nullpunkte entfernt 


1) Z. f. phys. Chem. 32, 116 [1900]. 
2) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 94, 240 [1916]. 
3) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 105, 171 [1919]. 
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liegt, erweist sich der Umrechnungsfaktor der Dichten mehrfach als 
zu hoch. Bei der Mittelbildung wurde dann den gemessenen Werten 
ein hüheres Gewicht beigelegt, als den abgeleiteten. 

Für das Bor interpolierte man aus der Atomvolumenkurve 
und berichtigte den Wert aus dem Volumen des Aluminiumborids. 
Dieses Verfahren, das früher für viele Stoffe das einzige war, und 
das Kopp bei der Aufstellung seines Satzes vom Volumen flüs- 
siger Stoffe ausgiebig anwandte, schliefit, insofern es die Additivi- 
tätsregel vorwegnimmt, eine petitio principii ein, und wurde daher 
hier sonst grundsätzlich vermieden. Da Aluminiumborid AlB:2 
überwiegend aus Bor besteht, schien es in diesem Ausnahmefalle 
zulässig. 

In einem Beispiele, beim Cyanion, machte man Gebrauch von 
dem Langmuir’schen Begriffe der isosteren Verbindungen und 
setzte das Volumen dem von Moles ermittelten Nullpunktsvolumen 
des Kohlenoxyds gleich, das dem Cyanion isoster ist. 

Auf eine Môglichkeit, das Nullpunktsvolumen des Wassers 
durch Vergleich mit dem Volumen der dichtesten Eisart zu kon- 
trollieren, machte mich Herr Tammann aufmerksam; in der Tat 
erwies sich das Volumen der Eisart VI von Bridgman in guter 
Übereinstimmung mit den sonstigen Werten. 

Tabelle 1 enthält die Ableitungen einiger Nullpunktsvolumina 
von Elementen und Verbindungen ausführlich, um damit eine Vor- 
stellung der selbst in zweifelhaften Fällen rein Grenauigkeit 
zu geben. In Tabelle 2 folgen die mir zur Zeit wahrscheinlichsten 
Nullpunktsräume der Elemente. ds bedeutet Siedepunktsdichte, 
d; Schmelzpunktsdichte, dx. kritische Dichte und dr die aus Gitter- 
messungen folgende ,Rôntgendichte“. 

Beim Kalium machte V. M. Goldschmidt jüngst eine hier 
allgemeiner wichtige Feststellung: Das Metall bildet bei normaler 
Temperatur tetragonale Einkristalle: auf solche bezieht sich der 
landläufige Dichtewert 0,8621. Aber man würde zu unzutreffenden 
Vorstellungen über das Nullpunktsvolumen gelangen, wollte man 
von diesem aus extrapolieren. Hierfür ist die Dichte der bei 
tiefen Temperaturen kubischen Modifikation zuständig, die nach 
Rôüntgenmessungen bei —150° 0,917 beträgt. Es ist sehr wahr- 
scheinlich, daf manche Unstimmigkeiten dieser Raumchemie auf 
Unkenntnis der Allotropie bei tiefen Temperaturen beruhen. Es 
war vorläufig nicht müglich, für Cäsium einen befriedigenden Null- 
punktswert zu ermitteln und ebensowenig für Gallium, dessen in- 
verse Raumänderung beim Schmelzen auf einen ähnlich ungewühn- 
lichen Zustand deutet, wie er beim Wasser bekannt ist. Für 
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Tabelle 1. 
Nullpunktsvolumina. 
Abe Wahrschein- 
RL Yo lichster Wert 
H aus dfost bei — 2620 12,35 :) 11,5—12,0 
aus d 
° SE nach Herz Ne 
aus de 108 
Na |nach Herz 21,2 22 
aus de und dfost 22,7 
aus dfest bei — 1880 292,9 
Hg |aus dfest bei — 1889 13,9 14,0 
aus dfest bei — 380 13,8 
nach Guldberg 14,0 
B interpoliert zwischen Be und Diamant 4,1 4,8 
interpoliert zwischen Be und Graphit 5,1 
aus AlB,; 4,3 
O0 aus dkr 9,95 10,2 
aus ds } nach Herz 10,0 
aus de 10,4 
aus dfest bei — 252,50 11,2 
nach Nernst 10,4 
Cl nach Herz 16,2 16,5 
nach Guldberg 16,7 
H, O0 |nach Herz 13,58 14,0 
Eis VI Bridgman 13,2—13,9 
nach Moles ?) 14,3 
CO, |aus dr 26,8 26,0 
aus dfest (Dewar) - 27,0 
aus dkr 25,9 
nach Nernst DAS 
NH, |laus ds 17,9 18—20 
Fri nach Herz 19,2 
nach Guldberg 18,0 
aus de 21,0 
aus dfest bei — 79° 20,9 


Phosphor ist auBer dem für die rote Formart gültigen Wert 14,5 
das Volumen der von Linck und Jung 1925 rüntgenographisch 


1) Dieser Wert ist nach einer Privatmitteilung Herrn W. H. Keesom”’s 


wahrscheinlich etwas zu hoch. 
2) An. Soc. Española Fis. y Quim. 28, 557 [1925]. 


Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 1. 4 
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Tabelle 2. 
H 11,5—12,0 In 15,5 Cr 7,8 
Li 125 TiaÆi70 Mo 9,4 
Na 22 wW 9,6 
K 495: 39 È ,, U 125 
Rb 52 Si 12,0 

Ti 105 F 12,4 
Cu 7,1 Zr 14,0 CI 16,5 
Ag 10,3 Hf 15,0 Br 195 
Au 10,3 Th 20 J 24,3 
Be 4,9 Ge AIS Mn 7,6 
M 14,1 Sn 16,0; 20,5 
de 25,5 Pb 18,0 Fe 7,1 
Sr 82,0 ; Co 6,8 
Ba 38 N 12,5 Ni 6,5 

P 11,5; 14,5 
Zn 9,2 As 13,0: 38,0 Ru 8,2 
Cd 12,8 Sb 18,0 Rh 8,3 
Hg 14,0 Bi 21,0 Pd 8,9 
B 4,8 y 8, Os 8,4 
Al 10,0 Nb 11,2 Ir 8,5 
Se 13,51) Ta 105 Pt 9,0 
Y 19,5 
Din 22 0 10,2 
Ce 20,5 S 15,2 
Jère 21 Se 16,0 
Nd 20 s Te 20,0 | 


untersuchten schwarzen Formart mit 11,5 aufgenommen, welchem 
Werte die der metallischen Modifikation des Arsens 13,0, des An- 
timons 18,0 und des Wismuts 21,0 steigend folgen, während an- 
derenfalls beim Arsen ein Minimum auftritt. Welcher Modifikation 
eines Elementes beim raumchemischen Vergleiche mit den Verbin- 
dungen der Vorzug zu geben ist, ist, wie später gezeigt wird, 
beim organischen Kohlenstoffe entschieden; bei anderen Elementen 
wird man im Zweifelsfalle meist die dichtere Formart wählen. 
Zeïichnet man mit den Nullpunktsräumen die Atomvolumen- 
kurve, so ergibt sich nur eine wesentliche Neuerung: Da das 
Stickstoff-Nullpunktsvolumen grôBer ist, als das des Sauerstoffs, 
bildet sich in dem vom Koblenstoff zum Natrium aufsteigenden 
Aste eine Unterbrechung mit Stickstoff im Maximum und Sauer- 
stoff im Minimum aus; eine entsprechende Unterbrechung findet 
sich auf dem Aluminium/Kalium-Aste beim Silizium und schwarzem 
Phosphor, auf dem Rubidium-Aste beim Germanium und Arsen 


1) Aus der Atomvolumenkurve extra poliert. 
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und auf dem Cäsium- und Ekacäsium-Aste, freilich schwächer aus- 
geprägt, beim Indiam/Zinn und beim Thallium/Blei. 

Wie das Volumen eines enantiotropen Stoffes sich im Um- 
wandlungspunkte ändert, ist oft beschrieben; weniger beachtet 
wurde, wie es scheint, eine Regelmäfigkeit, die zwischen der Be- 
ständigkeit und der Raumbeanspruchung monotroper und isomerer 
Stoffarten besteht!). Tabelle 3 und 4, die einer Zusammenstellung 
meines Mitarbeiters E. Birk entnommen sind, geben an der Hand 
zum Teil noch unverôffentlichter Messungen den Vergleich: Hier- 
nach sind häufig die unbeständigen Formarten die weit- 
räumigeren. Die Formarten des Diammindichlorokobalts, die 
früher im Sinne Werner’s als cis/trans isomer betrachtet wurden, 


Tabelle 5. 


Volumina monotroper Modifikationen. 


Beständig Unbeständig 
18 rot 14,5 gelb 17,0 
AS metallisch 13,0 gelb 38,0 
Se metallisch 16,0 rot; monoklin 17,8 
HgsS Zinnober 28,6 schwarz 80,1 
MnS grün ?) 23,3 rosa 24,5 
Hg CI normale Form 32,8 nach J. Meyer 49,4 
Co J, schwarz 56,1 gelb 57,4 
H,TeO, monoklin 74,8 kubisch 75,2 
Àthyl-di-isobutyl-am- 
moniumplatinchlorid| monoklin 431,5 rhombisch 463,0 
Tabelle 4. 
Volumina isomerer Stoffe. 
Beständig Unbeständig 
Co (NH3) Cb | œ-T0Sa To B-blau 75,6 
Pt(NH:): Ch dimer 80,6 monomer 81,4 
[Co (NH: (NO2)2] CI Flavo 1,2 134,3 Croceo 1,6 137,0 
[Co (NH3)4 (NO )e] NO3 Flavo 1,2 144,1 Croceo 1,6 147,8 
Cr CL .6H O dunkelgrün | 1452 grau 148,1 
= 5 hellgrün 151,4 


1) Vgl. Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 150, 22 [1925]; eine Zusammenstellung 
hiesiger Arbeiten über Molekular- und Atomvolumina bis Oktober 1925 findet sich 
Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 150, 10 [1925]. : 

2) Noch dichter ist das kubische MnS, dessen Volumen aus dr 21,2 ist. 

4% 
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sind den nach Reihlen im Verhältnisse der Polymerie zueinander 
stehenden entsprechenden Platinverbindungen räumlich analog; 
wahrscheinlich sind auch jene polymer. Daf die Croceo-Salze un- 
beständiger und weiträumiger sind, als die Flavo-Salze, soll keines- 
wegs zu einer Verallgemeinerung berechtigen, als seien die cis- 
Verbindungen immer die beständigeren. Thermochemisch er- 
scheint unser Ergebnis insofern verständlich, als das thermodyna- 
mische Potential eines Systems durch Abnahme des den Raum be- 
rücksichtigenden Summanden, wenn sonst keine Anderungen eiïn- 
treten, sinkt und somit die dichtere Modifikation als die energie- 
ärmere stabilisiert wird. 


IT. Verbindungen hôherer Ordnung. 


Die Fragestellung der Raumchemie fester Stoffe war von je: 
Sind die Volumina der Verbindungen als Summen der Volumina 
der Bestandteile darstellbar oder nicht? 

Die eindeutigste Antwort geben zunächst die Verbindungen 
hôherer Ordnung. Eine Komplexbildung ist offenbar mit verhält- 
nismäfig nur kleinen Zustandsänderungen der Teilnehmer verknüpft. 
Es hat den Anschein, als ob hier ganz allgemein ein Raum- 
ausgleich statt hat, der die Beziehungen im Vergleiche zu den 
Unterbestandteilen viel einfacher erscheinen läft, als bei solchen 
binären Verbindungen, bei deren Entstehung aus den Elementen 
eine viel gründlichere Zustandsänderung stattfndet. 


1. Ammoniakate. 


Das Nullpunktsvolumen des Ammoniaks liegt zwischen 18 und 
20. In Tabelle 5 sind die Volumina eines Mols Ammoniak ange- 


Tabelle 5. 
Ammoniak-Volumen in Ammoniakaten. 
F CI Br J SO, C0, 
Mn _ 21 21,5 23 e — 
Fe _ 20 21,5 24 = = 
Coll 18 19 21 24 19 19,5 
Ni 18 20 21 24 2 À 
Zn 19 19 20 22 — — 
Cri = 20 29 27 _ pue 
Mg ee 20 29 23 _ sa 
Hell 19 16 16 19 Æ _ 
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geben, wie sie sich durch Subtraktion der Räume der ammoniak- 
freien Salze von den Ammoniakaträumen) ergeben haben. Wie 
man sieht, liegt das Ammoniakvolumen in den Fluoriden, Chloriden 
und bei Kobaltosulfat und -oxalat in der Tat nabe diesen Grenzen. 

Aber es werden sofort individuelle Einflüsse deutlich. Solche der 
Anionen : Bromid- und Jodidammoniakate sind weiträumiger. Dann 
solche des Kations: die ,Präzipitate“ des Quecksilbers sind relativ 
dicht; das ungewühnlich reaktionsfähige Quecksilberfluorid bildet 
dagegen ein verhältnismälig weiträumiges Ammoniakat. Tabelle 6 


Tabelle 6. 


Ammoniak-Volumen in Ammoniakaten. 
Abhängigkeit von der Mol-Zabl. 


NE, : 1 2 3 4 6 | Beobachter 
Cd C1, | 18,1 17,95 + 20,4 20,7 | C. Mau 

Cd Br, | 19,7 19,5 _ _. LA : 
Cd J, | = 22,5 = = 23.0 = 
MgBr, | 226 18,9 _ — 29 | G. F. Hüttig 
SbF, | 185 19,1 19,9 = E E. Pahlfs 


gibt die Abhängigkeit des Ammoniakvolumens von der Zahl der 
addierten Moleküle. Das Ammoniak nimmt in den Hexamminen 
durchweg einen grôBeren Raum ein, als in den Diamminen. Es 
ist verständlich, daf die mit geringerer Affinität gebundenen äuber- 
sten Moleküle, unter kleineren Kräften des bereits stark gelockerten 
Gitters stehend, den grôften Raum einnehmen. Weiïtere Beach- 
tung verdient die Tatsache, da8 in den lonengittern der Cadmium- 
Magnesiumreihe das erste Ammoniakmolekül wieder weiträumiger 
ist; aber es ist weiteres Versuchsmaterial nôtig, um diesen sehr 
auffälligen Befund zu klären. Bei den niederen Ammoniakaten 
der Tabelle 7 ist von einem Minimum nichts zu merken; vielmehr 
sinken die Beträge mit wachsender NH:3-Zahl fast ausnahmslos; 
indessen verhalten sich diese Salze auch hinsichtlich der Bestän- 
digkeit ,invers“. Die Ammoniakvolumina sind verhältnismäbig 
groB, wie bei der kleinen Bildungsaffinität der Stoffe nicht beson- 
ders auffällig ist. In Tabelle 8 ist das Luteokobaltchlorid mit seinen 
Abbauprodukten auf Grund Birk’scher Messungen verglichen. 
Die Volumendifferenz sinkt, wie zwischen den Hexamminen und 


1) Meistens wurden Hexammine gewählt; beim Quecksilber Diammine; bei 
den Fluoriden von Kobalt, Nickel und Zink Aquoammine. 
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Diamminen der Tabelle 6 mit fortschreitender Ammoniakentzie- 
hung: doch ist der Differenzbetrag an sich kleïner als dort, und 
die Variation wobl auf eine andere Ursache zurückzuführen !). 
Die Ammoniumsalze der Tabelle 9 erwiesen sich, übrigens 
ganz im Sinne Werner’s, raumchemisch als Ammoniakate der 
zugehôrigen Säuren; denn die Differenzen der Salzvolumina und 


Tabelle 7. 
Ammoniak-Volumen in Ammoniakaten inverser Salze. 

NE, : 0,5 1AgTs 2 3 
Cu CI — 22 21 — 19 
Cu Br — 20 20 — 19 
CuJ (CSS Sr): 
Ag CI — 22 29 — — 
Ag Br 2 SAP NC Re 
AgJ 21 — _ _ E= 
Au CI — 29 — 21 Le 
Au Br — 21 = 29 == 
Au J —— 25 _ = “218 

Tabelle 8. 


Ammoniak-Volumen in Werner’schen Ammoniakaten. 


Vol.-Differenzen 


[Co (NE:)5] Cls 

[Co (NH); CI] CL = . 

[Co (NE), CL] C1 147 

[Co (NH): Cl] 189 
Tabelle 9. 


Ammoniak-Volumen in Ammoniumsalzen. 


NH;-Vol. 


NH, JO; 20 
a-NH, CI 18,5 
œ-NH, Br 21] 
(NH, Se O, erstes NH; CE : 
: DD ES TNTE 7 im Mittel: 16,5 


1) Hierüber berichtet Herr Birk in einer demnächst in der Z. f. anorg. u. 
allgem. Chem. erscheinenden Abhandlung. 
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der Säurevolumina decken sich mit den Räumen des Ammoniaks 
in Ammoniakaten und mit seinem Nullpunktsvolumen. Vom Raume 
der Ammoniumhalogenide wurde das Nullpunktsvolumen der Halo- 
gene, nicht das der Halogenwasserstoffsäure abgezogen. Das Er- 
gebnis ‘verträgt sich mit der Annahme, daB u. U. das Wasserstoff- 
ion die Raumerfüllung Null hat!) Bei der Ammoniakanlagerung 
an Selensäure bringt die erste Stufe eine unverhältnismäfig viel 
grôBere Aufweitung als die zweite, eine Erscheinung, die keines- 
wegs vereinzelt ist. 


2. Hydrate. 


Das Grundsätzliche über die Raumbeanspruchung des Wassers 
ist in einer früher verüffentlichten Notiz über Calciumsulfathydrate ?) 
enthalten. Das Nullpunktsvolumen des Wassers ist 14,0, mit wel- 
chem Betrage sich das mittlere Volumen des Wassers im Gips 
13,7 (Tabelle 10) nahezu deckt. Die Raumbeanspruchung durch 
die Einzelmoleküle ist indessen, wie bei den Ammoniakaten, ver- 
schieden: auf das erste Halbmol entfällt ein kleinerer Betrag als 
auf den Rest. 


Tabelle 10. 


Wasser -Volumen in Hydraten. 


H, 0-Volumen 
| stufenweise | . Fe 
| berechnet im Mittel 
CaSO, . 2H,0 14,3 13,7 
Ca SO, . 0,5 H, 0 11,6 


Wie Herr Birk im hiesigen Institute zeigte, bleibt innerhalb 
der vergleichbaren Gruppe der komplexen Werner’schen Kobalt- 
salze die Volumdifferenz beim Austausche von Ammoniak gegen 
Wasser ziemlich konstant, ein weiterer Beweis für das additive 
Verhalten (Tabelle 11) °). 

Inzwischen hat E. Moles im Anschlusse an die zitierte Notiz 
über den Gips eine grofe Anzahl von Hydraten mit dem zu er- 
wartenden Ergebnisse geprüft. Nach Moles ist allerdings das 
Wasservolumen beim Nullpunkte 143 und das in Hydraten 14,6. 


1) Über das Volumen des Wasserstoffions im Fluorwasserstoff vergl. Z. f. 
anorg. u. allgem. Chem. 153, 117 (1926). 

2) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 143, 231 (1925). 

3) Vgl. S. 54 Anmerk. 
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Tablet 
Volumen-Differenzen beim Ersatz von NH3 durch HO. 


Differenzen 


[Co (NE] Cl D 2 6 
[Co (NH), H: 0] Cl, 
[Co(NH),(H: 0] 26 
[Co (NH) (0) 21 
[Co (NH) ]Fs : 
[Co(NH) H, 01E, . . 
[Co(NE)] F3. 6HF 

[Co(NH) HO], .GHF — 25 


Neu ist die bemerkenswerte Feststellung, da abgesehen von 
Säuren des Phosphors das Wasser in Säuren und Basen den Raum 
10 erfüllt. 

Eine weitere Erkenntnis brachte eine experimentell von Herrn 
Specht') im hiesigen Institute ausgeführte Untersuchung über 
das Volumen des Wassers in einem Zeolith (Heulandit). Die Raum- 
beanspruchung des Heulanditgitters bleibt danach während der 
Entziehung der Wassermoleküle Nr. 6—3 unverändert; dieses zeo- 
lithische Wasser kann ohne wesentliche Beeinflussung des Gitters 
entnommen werden; es scheint an keinen Platz gebunden, sondern 
»vagabundiert“, wie ich das nannte. Die weitere Entwässerung 
hat indessen eine wachsende Veränderung des Gitters zur Folge; 
der Raum wird kleiner und eine kontinuierliche Wiederwässerung 
unmôglich. Wollte man aus der Kurve Figur 1 das Wasservolumen 

HN Me im Heulandit subtraktiv mit Hilfe des 

29 zugehôrigen Anhydrids berechnen, so fände 
man für die Wassermoleküle 6—3 den 
scheinbaren Raum Null: der wesentlichste 
Betrag der Gitterweitung des Anhydrids 
entfiele auf die ersten Wasseranteile; rech- 
nerisch ergäbe sich z. B. für Molekül Nr. 1 
ein Raum von 61. Indessen ist das durch- 
schnittliche Wasservolumen wiederum 
gleich dem Nullpunktswerte 14 cem pro Mol. Das Verhalten ist also 
grade entgegengesetzt dem des Wassers in den echten Hydraten 
des Calciumsulfats, in zahlreichen anderen Hydraten und dem des 


Au 0 
Mole H,0 


Figur 1. 


1) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 150, 10 [1925]. 
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Ammoniaks in den Salzen der Tabelle 6; aber es korrespondiert 
mit der Aufweitung der Selensäure bei halber Neutralisation: die 
räumliche Primärwirkung ist so stark, da weiter hinzutretende 
Addenden ïhren Platz im Gitter bereits vüllig, oder fast vüllig 
vorbereitet finden. Ein zweites Hydratbeispiel hierfür ist die 
Tellursäure. 
H, O -Vol. 
TeO3:.3H:0 9,3 im Mittel 13,5 
TeO:.H20 21,8. 


Bei der weiteren Begutachtung der Volumina von Addenden 
in unvollständig gesättigten Verbindungen wird hierauf Rücksicht 
zu nehmen sein. 

Ich habe bisher nur ein sicheres Anzeichen dafür gefunden, 
da sich die Volumina anderer, weniger dichter Eisarten, als Eis 
VI es ist, in Hydraten wiederfinden, nämlich in dem von Spring 
gemessenen As: 93.6H20. Bereits Spring erkannte, daB das 
Wasser hier mit 19,6 das Volumen des gewühnlichen Eises besitzt !). 


3. Doppelverbindungen. 


Eine kleine Auswahl unter den sehr zahlreichen gemessenen 
Doppelsalzen und Doppeloxyden enthält Tabelle 12. 

Die Übereinstimmung der additiv berechneten Molekularvolu- 
mina mit den gefundenen liegt bei den Doppelsalzen oft innerhalb 
der MeBgenauigkeit. ÆEbenso bei vielen Mineralien vom Spinell- 
typus. Bei den Titanaten kônnte man versucht sein, zu prüfen, 
ob eine raumchemische Zuordnung zum Rutil- oder Anatas-Gitter 
vorliegt; doch ist vorerst die Entscheidang nicht eindeutig. Einen 
bemerkenswerten Sonderfall bieten die Erdalkalititanate vom Pe- 
rowskittypus. Das Calciumtitanatvolumen setzt sich additiv aus 
den Räumen des Calciumoxyds und Titanoxyds zusammen; aber 
die Volumina des Strontium- und Bariumtitanates sind viel kleiner 
als berechnet. Durch Austausch des Calciums gegen Strontium 
oder Barium wird das Perowskitgitter nur unwesentlich geweitet, 
mit anderen Worten: die Raumbeanspruchung wird in diesen Mine- 
ralien im wesentlichen durch den einen Bestandteil, das Anion 
TiO3”', bestimmt ?). 


1) In Thiohydraten besitzt der Schwefelwasserstoff das Nullpunktsvolumen. 
Vel. W. Biltz u. E. Keunecke, Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 147, 171 [1925]. 
2) Zu diesem Beobachtungskreis gehôrt vielleicht auch ein nach Zahlen- 
mystik aussehendes Rechenergebnis bei einigen (nicht bei allen) Quecksilberver- 
bindungen. Dividiert man deren Molekularvolumina durch die Zahl der im Molekül 
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Tabelle 12. 
Doppelverbindungen. 

gef. ber 
Na, SO, . 3K,S0, 246 249 
HgO.2HgCL 118 119 
BeO.ALO, 34 34 
Zn0.ALO, 39 40 
Mg0.AL 0; 40 37 
FeO.Fe, 0; 44 42 
21à,0 .Si0, 52,6 59,3 
K,0.4$i0,.H0 145,8 145,0 
Ca0.SiO, 39,95 . 39,25 
2Fe0.SiO, 46,8 46,1 
Na 0 7105010 240 146,0 143,1 
K,0.ALO;,.6Si0, 218 | 202 

berechnet 
mit Rutil | mit Anatas 

FeO.TiO, 32 31 31,5 
Mn0O.TiO, | 33 32 33 
2'Fe-0,-34r0: 121 117 120 
Mg0O.TiO, 30 30 31 
CaO.TiO, 35 35,5 36 
SrO.Ti0, 36,5 39 40 
BaO.Ti0, 88 44 45 


enthaltenen Atome, so ergibt sich das Nullpunktsvolumen des Anions: 


Mol. Von Mol Vol.  Nullpunktsvol. 


n des Anions 
Hg F 25? 12,6 12,4 
HgCI PM TT 16,4 16,5 
Hg CL … 408 16,6 16,5 
BHg Br 38,2 19,1 19,5 
Hg Br, 59,0 19,7 19,5 
Hg J, 71,5 23,8 24,3 
Hg O 1975 9,8 10,2 
HgS 28,6 14,3 15,2 
Hg Se 31,9 1578 16,0 
Hg Te 40,0 20,0 20,0 


Es erinnert dies an die Schrüder’sche Steren-Geset:mäfigkeit, die aus- 
sagt, daf man die Volumina in manchen Verbindungsklassen als Produkte ein 
und desselben konventionellen Betrages, der ,Stere“, mit wechselnden, aber ganzen 
Zahlen darstellen kann. 
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Die Silikate verhalten sich, selbst in so komplizierten Bei- 
spielen, wie sie die Tabelle 12 enthält, im allgemeinen streng 
additiv. Es ist gewiB bemerkenswert, daË das Volumen des Na- 
triumsilikozirkonat-dihydrats mit nicht mehr als 2°/o Fehler gleich 
der Sumñme der Volumina von Natriumoxyd, Zirkoniumoxyd, Quarz 
und Eis VI ist. Nur eine, allerdings entschiedene Ausnahme ist 
bisher aufgefunden: die aluminiumoxydhaltigen Silikate sind meist 
weiträumiger, als die Berechnung mit dem Korundvolumen fordert. 
Aber die Atomanordnung des Aluminiumoxyds im Sillimanit ist 
auch ganz anders als im Korund). 

Zum Vergleiche mit den ,Doppeloxyden“ wurden als Reprä- 
sentanten der echten Salze die Karbonate herangezogen. Ihr 
additives Verhalten ist unverkennbar, insofern, als sich durch Sub- 
traktion der Metallvolumina für das CO3” Ion oft ein gleiches 
Volumen ergibt. Aber die Carbonat-Volumina sind in der Regel 
. viel kleïner als die Sammen der Oxydvolumina und des Nullpunkts- 
volumens des Kohlendioxyds. Wie in Tabelle 1 gezeigt ist, kann 
an diesem letzten Betrag kein Zweifel sein; die Unstimmigkeit 
beweist also die Unzulässigkeit der Voraussetzung: im Gegensatze 
zu den Silikaten, deren Raumchemie durchaus die dualistische 
Schreibweise von Berzelius gerecht wird, und in Übereinstim- 
mung mit einigen Titanaten sind die Karbonate auch raumchemisch 
keineswegs Doppeloxyde, sondern Salze. 

Das Ergebnis dieses Abschnittes sagt aus: Die Unterbe- 
standteile besitzen in Verbindungen hôherer Ord- 
nung im allgemeinen ihr Nullpunktsvolumen; aber 
diese einfache Additivität wird überlagert von Wir- 
kungen zweiten Grades, deren Zusammenhang mit 
stofflichen Sonderheiten im einzelnen erkennbar ist. 


III. Einfache Verbindungen. 


1. Verbindungen, vorzugsweise von nicht salzartiger 
Beschaffenheit. 


Die einfachsten Verhältnisse bieten die intermetallischen 
Verbindungen, weil der Zustand ihrer Teilhaber nicht sehr 
wesentlich von dem der freien Metalle verschieden ist. Die Beï- 
spiele in Tabelle 13, in der die gefundenen und berechneten Räume 
gegenübergestellt sind, zeigen Annäherung an additives Verhalten. 


1) P. Rosbaud, Z. f. Elektrochem. 32, 317 (1926). 
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Tabellonts. 


Intermetallische Verbindungen. 


gef. ber. 
Mg Zn: 30,2 32,5 
Mg Cd 25,4 26,9 
Mg, Al 83,0 86,4 
Na Cd, 43,9 47,6 
Na Cd; 82,8 86,0 
Cu Cd; 51,4 52,6 
Sb Cd 33,D 30,8 
Ca Zn, 108,4 libres 
Cu, Zn; 39,9 41,8 
Cu; Sn 34,3 37,3 
Al Ti 52,8 51,0 


An einem grofen Versuchsmaterial ist geprüft worden, ob die Ab- 
weichungen von der Additivität in einfache Beziehung zu den Bil- 
dungswärmen der intermetallischen Verbindungen zu bringen sind. 
Das ist indessen nicht der Fall. Stärkere Abweichungen von der 
Additivität zeigen bereits die Antimonide. In den Arseniden 
besitzt das Arsen meist ein mittleres Volumen von 11, während 
das Nullpunktsvolumen des Elementes 13,0 ist. 

In den anorganischen Wasserstoffverbindungen der 
Tabelle 14 nimmt der Wasserstoff einen Raum von 5—6 cem ein, 


Tabelle 14. 
Wasserstoff-Volumen in Hydriden. 


H 11,5 —12,0 
P,H 5,91) 
Aus 4,9 1) 
B;o H4 6,2 
H,S 4,9 

H CI 6,0?) 


im festen Ammoniak und Wasser einen viel kleineren. Der Mittel- 
wert 0,6 gleicht der Hälfte des Nullpunktsvolumens des Wasser- 
stoffs selbst. Dem Umstande kann freilich erst in Verbindung 


1) Berechnet mit dem von Stock für roten Phosphor ermittelten Volumen 
14,7. Mit der Linck’schen Zahl für schwarzen Phosphor folgt für H 20,3 
bezw. 11,4. 


2) Berechnet mit dem abgerundeten Wert von Herz für HCI. 
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mit den reicheren Ergebnissen bei organischen Verbindungen Ge- 
wicht beigemessen werden. 

In den Boriden der Tabelle 15 erscheint das Eigenvolumen 
des Elementes entweder vollständig oder zur Hälfte erhalten. 
Ebenso.in den Siliziden; in Silizide des Bors, Urans und Pla- 
tins geht der volle Wert, in das des Lithiums der halbe ein; doch 
gibt es auch Mittelwerte und einen hôheren. 

Noch wesentlich schwieriger ist die Übersicht bei den anor- 
ganischen Carbiden (Tabelle 16), zumal hier die Unsicherheit 
besteht, welche Kohlenstoffmodifikation zum Vergleiche zu nehmen 


Tabelle 15. 

B MAÉ A | Si | 12,9 
AIB, 43 Li, Si, 6,1 
CB, 44; 4,1 Cr, Si 6,4 
SiB, 43 Fe Si 6,5 
WB, 4,7 Co Si 7,0 
FeB, 4,2 Zr Si 8,1 
Fe B 2,9 CSi 94 
Co, B 2,7 B, Si 11,8 

USi, 12,2 

Pt, Si 12,2 

Ru Si 16 
Tabelle 16. 

C JL 3,4—5,4 | N 12,5 
SiC 0,8 Sc N 0 
Ca C, 1,7 SiN 1,3 
Fe; C 21 Fe; N;, 4,2 
YC 4,0 Mg; No 6,4 
TC 3,6 BN 6,4 
YC 3,3 UN, 9,8 
MoC 00 
Ce Co 5,5 
NdC, 6,4 
U, Co 6,8 
UC, 5,4 

ist. Bei den organischen Verbindungen scheidet eine solche Un- 
sicherheit aus. Die Nitride entstehen ausnahmslos unter zum 


Teil sehr starker Kontraktion; das Volumen des Scandiums scheint 
durch Stickstoffaufnahme überhaupt nicht wesentlich vergrükert zu 


werden. 
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2. Sulfide und Verwandte. 

In vielen Sulfiden (Tabelle 17) ist däs Nullpunktsvolumen 
des Schwefels erhalten; wie weitgehend unabhängig von der Art 
des Metalls und dem Typus des Sulfids, zeigt das Rubidiumpenta- 
sulfid und das Platinmonosulfid. Doch gibt es auch eine Fülle von 


Tabelle 17. 
Te 20 Se 16 | S | 15,2 | 

Ag, Te 20 Cu, Se 16 Rb, 5; 15 TL S 20 
Au Te, 1976 Ag, Se 15,5 Cu S 13 CS 29 
Be Te 20,5 PtSe;s 1% CuS 13 C3 So 82,5 
Sn Te 21 Pb$e 16 CaS 14,5 PbS 13,5 
Bi Tes 20 Zr$Se 81 ZnS 15 AS S3 14,5 
Sr Te 25 Co Se 11 HgsS!) 14 Fes 16 

Ab Ss 14 Ru S: 7,0 

Pr:5: 11 PtS 16 


Ausnahmen, wo das Schwefelvolumen kleiner oder grôBer ist. 
Wesentlich einheitlicher ist das Bild bei den Seleniden und den 
Telluriden, die bereits den intermetallischen Verbindungen nahe- 


stehen. 
3. Halogenide. 


Das zuverlässigste, durch neuere, zum Teil noch unverôffent- 
lichte Messungen gesicherte und erweiterte Versuchsmaterial be- 
trifft die Chloride. An ihnen wurde zum ersten Male die Addi- 
tivität der Nullpunktsräume erkannt”), und hieran änderte die 
spätere Überprüfung nichts. Das aus der Raumbeanspruchung der 
Chloride berechnete scheinbare Volumen des Chlors deckt sich in 
vielen Fällen mit dem Nullpunktsvolumen 16,5. Die Streuung der 
übrigen Werte ist gering und etwa der der Ammoniakwerte ver- 
gleichbar. Es zeigt sich eine grofe Unabhängigkeit von der Ver- 
bindungsart. Der Raum des Chlorions (vergl. NaCI, MgCl: der 
Tabelle 18)°) ist nicht wesentlich von dem Raume des aliphatisch 


Tabelle 18. 
CIE RIG 5 
Na CI 16 C CL 1770 Cr Ch 16,5 
Cu CI 16,5 Cs Cl 17,5 UCI, 16,5 
Cu CL 16 Sn CL 16 J Cl, 17 
Mg CL 17 Sn CI, 18 Fe Cl, 16 
Cd CL 16 PIC 16,5 NiCL 15 
AlCI 15 Ta CI; il Ir Cl, 15 
In CI; 16 S2 Cb 16,5 PtCL 18 
1) Zinnober. 2) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 130, 116 (1923). 


3) Über die Art der Berechnung vgl. $. 69. 
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und aromatisch gebundenen Chlors (CC; CeCls) verschieden und 
auch nicht vom Raume des Chlors in anorganischen Isolatoren 
(PCk). Auf Figur 2 sind die Chlorvolumina sämtlicher gemessener 
Verbindungen nach steigender GrüBe 
im gleichen Abstande abgetragen: 
die Gruppierung um den Nullpunkts- 
wert als Mittel wird ersichtlich. Auch 
die Bromvolumina ordnen sich, wenn 
auch mit stärkerer Streuung um das 
Nullvolumen;  einige  ausgesuchte 
Werte der Tabelle 19 zeigen auch 
hier eine im Grenzfalle groie Ma- 
terialunabhängigkeit. Die Werte für 
Jod übersteigen den normalen Null- 
punktsbetrag fast ausnahmslos we- 0 20 +2 2 arFatle 
sentlich (Tab. 19 u. Fig. 2) und die 


a : : de ê Figur 2. 
für Fluor unterschreitenihnsämtlich. 
Tabelle 19, 

Br | 19,5 | J | 24,3 | F 12,4 
LiBr 13,5 LiJ 26,5 LiF 3,5 
Cu Br 21 Cu J 26,5 Ca F2 6 
C: Brs 20,5 Ca J, 80,5 Hg Fe 6 
Th Br, 19 CF, 28,5 AIF, 6 
Fe Br, 19,5 L Ted 26 MnF, 8 

CoJ, 24,5 HgF 11 
VF, 11,5 
UF, 10,5 


Das Volumen des Cyanions, das nach der Regel der Isosteren 
angenommen wurde, findet sich in einigen komplexen Cyaniden 
von Schwermetallen und annähernd in der Ferrocyanwasserstoff- 
säure wieder, wenn in dieser der Raum des Wasserstoffions ver- 
nachlässigt wird. In anderen Fällen, von denen die Tabelle 20 
ein Beispiel bringt, versagt die einfache Additivitätsregel. 


Tabelle 20. 

CN’ 24 
Zn [Ag (CN); Je 24 
Zn [Au (CN)} 25,5 
Ni[Au (CN): }e 23 
H,[Fe(CNk] 22 


Zn, [Fe (CNkh 33 
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4. Oxyde. 


Es sind 100 Oxyde geprüft worden. Von irgendwelcher Kon- 
stanz der Sauerstoffvolumina kann keine Rede sein; indessen zeigen 
sich gewisse Beträge bevorzugt, wie im folgenden Kapitel erläu- 
tert werden wird. Eine Auswahl enthält Tabelle 21. Man be- 
gegnet einer Näherung an das Nullpunktsvolumen des Sauerstoifs 


Tabelle 21. 
O0? 

BeO on PS0; 6,0 Cu O 9,8 
MAUE 2,6 Mo0, 5,3 Ags O 11,4 
In, 0; 2,6 Fe, O0; D'AE CO: 11S 
ThoO, Sul RuO; DD Bi: Os 11 
Cu0 5,2 Ru O, Gel CL O0, "115 
Zn O 51 œ Os O; 5,6 BOsO, 10,1 
Si O; 5,8 Ir O 5,4 Os 0, 10,9 

CO ro 21 


bei Oxyden einiger Edelmetalle, Halbedelmetalle und der Nicht- 
metalle Kohlenstoff und Chlor. Halbwerte finden sich im Quarz, 
im Phosphorpentoxyd und einigen Metalloxyden; noch niedrigere 
Werte bei Oxyden sehr unedler Metalle, wie Beryllium und Tho- 


rium. 


IV. Über die Abweichungen von der einfachen 
Additivitätsregel. 


1. Abweichungen, die sich auf Atomeigenschaften zurückführen 
lassen. 


Aus dem vorliegenden Material sollen nur drei Beispiele her- 
ausgegriffen werden, um die Regelmäfigkeit der Abweichungen 
bei binären Verbindungen zu belegen. Es sind dies die Halogen- 
verbindungen, unter denen gegenüber der Nullpunktsvolumen-Summe 
der Komponenten die Fluoride Kontraktion und die Jodide Dila- 
tation aufweisen, während die Bromide und besonders die Chloride 
eine Gruppierung um den additiven Wert zeigen. Ferner die Ver- 
bindungen der Metalle mit Schwefel, Selen und Tellur, die in der 
genannten Reïhenfolge immer vollkommener der Additivitätsregel 
folgen und dann die seltenen Erdmetalle, die Lanthaniden, die, 
wie V. M. Goldschmidt erkannte, eine besonders starke Kon- 
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traktion ihrer Verbindungen bewirken. Mit der Erürterung dieser 
und anderer Regelmäfigkeiten an der Hand des periodischen 
Systems haben sich schon mehrere Autoren beschäftigt, zuletzt 
J. Saslawsky'. Wie von Saslawsky besonders betont wurde, 
ist der.Gang der Kontraktionen bei Salzen mit verschiedenen 
Kationen oft ziemlich derselbe, unabhängig davon, welche Salz- 
gattung gewählt wird, und ebenso ist es oft bei wechselnden 
Anionen. ,Analog aufgebaute chemische Verbindungen lassen einen 
Parallelismus in der Anderung ihres Kontraktionsgrades erkennen“. 
Die schärfste Demonstration hat diese Tatsache indessen schon 
früher innerhalb des Gültigkeitsbereiches der sog. Linearbezie- 
hung gefunden, wie sie zuerst von H. G. Grimm an Halogeniden 
der Alkalimetalle und später von mir allgemeiner formuliert 
wurde. Die Linearbeziehung?) deutet darauf hin, daB auch dort 
sehr regelmäBige Volumbeziehungen zwischen vergleichbaren Stoffen 
bestehen, wo die Additivitätsregel zunächst versagt. Von einer 
strengen Gültigkeit dieser Regel würde die Linearbeziehung ge- 
fordert, indessen nicht umgekehrt. In der Linearbeziehung zwischen 
den Alkalimetallhalogeniden: 
Vu Halg — Vx Halg + b 

würde bei der Gültigkeit der Additivität a — 1 und b gleich der 
Differenz der Atomvolumina des Metalles 37 und des Kaliums. In 
Wirklichkeit ist das aber nur bisweilen oder nur mit sehr roher 
Annäherung erfüllt, und zwar für den Wert b nur dann, wenn 
die Alkalimetallvolumina halbiert werden. Innerhalb der Alkali- 
metallhalogenide gilt also die Additivitätsregel nicht streng. Aber 
die strenge Gültigkeit der Linearbeziehung erweist hier wie ander- 
wärts, daB die Abweichungen systematisch sind. Es mul vorbe- 
halten bleiben, das Systematische dieser Abweichungen am vorlie- 
genden Versuchsmaterial aufs neue zu prüfen, wobei dann aller- 
dings nicht die Additivitätsregel, sondern das im Nachfolgenden 
zu begründende Grenzgesetz als der Normalfall zu betrachten, 
also auch ein ganzzahlig geteiltes oder vervielfachtes Atomvolumen 
als normal zuzulassen wäre. 


2. Abweichungen, die mit dem Sättigungszustande 
der Verbindungen zusammenhängen. 


Ein EinfluB einer Untersättigung oder Übersättigung auf die 
Verbindungsvolumina trat bereits bei den Verbindungen hôherer 

1) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 146, 315 (1925). 

2) Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 115, 241 (1921); Z. f. Elektrochem. 28, 65 


(1922). 
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Hoft 1. 5) 
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Ordnung zu Tage. In vielen Ammoniakaten und Hydraten wächst 
das Volumen des addierten Komplexbildners mit wachsender 
Sättigung. Dasselbe findet sich bei binären Metallverbindungen 
mit wachsendem Gehalte an Nichtmetall (Tabelle 22). Das ent- 


Tabelle 22. 
Wachsende Volumina bei wachsender Sättigang. 


P 14,5 0 jE 10,2 
Zn: P, 14,6 Sb, Oz 5,3 
ZnP, 16,9 Sb, 0; 9,9 

F 12,4 | 

W 0, 5,1 
VF, 7.8 M0: | vi 
VE, 8,5 
VF, 11,6 

Fe O 4,7 

B 4,3 Fe, Os 5,4 

. Fi Os 0, | 5,6 
e ç 
? Os 0 10,9 
FeB, 4,2 L | + 


gegengesetzte Verhalten zeigten u. a. die Zeolithe: bei Wasser- 
entnahme blieb der ursprüngliche Raum erhalten, sodaf dem 
Wasserreste ein unverhältnismäBig grofes Volumen zukommt. Eine 
äuBerlich ähnliche Erscheinung ist bei binären Verbindungen all- 
gemein verbreitet: es wächst das scheinbare Volumen mit 
abnehmender Sättigung; ungesättigte Verbindungen 
sind weiträumiger (Tabelle 23). Beim Übergange von In- 


Tabelle 28. 
Abnehmende Volumina bei wachsender Sättigung. 


S 15,2 Se | 16,0 Cl 16,5 0 10,2 
Rh,S 17 Cus Se 20 Au CI 19 Sn O 5,0 
Rb, Ss 14,5 Cu, Se 16 Au CL, 18 SnO, 2,8 
P2Ss 16,5 In CI 20 Cu, O 9,8 
P2S 15,3 In CL jrs) Cu O 5,2 

In Cl; 16 

PCI, UN DE 

PCI, 16,5 L Le 
Cr Cl, 17,5 HgF 11,0 
Cr CL 16,5 Hg F; 6,0 
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diumtrichlorid zu niederen Chloriden schrumpft der Raum nicht 
in dem Betrage der Chlordifferenz, sondern schwächer; es scheint 
also so, als ob das Chlor im Indiummonochlorid eine anormal hohe 
Raumbeanspruchung betätigte. Aber der Raum kann als ein über- 
gro$er Rest des Raumes im Trichlorid betrachtet werden und s0- 
mit ist das Monochlorid auch räumlich als unvollständig besetzt, 
räumlich ungesättigt anzusehen. Solche Resträume aus hô- 
heren Verbindungen sind oft geringfügig, wie in PCI. Bisweilen 
bleibt der Raum der gesättigten Verbindung in der ungesättigten 
aber vollständig erhalten, wie im Cu2O und HgF; es erscheint 
dann das Volumen des negativen Verbindungsbestandteiles doppelt 
so gro, wie in der gesättigten Verbindung. 


3. Die Frage der ganzzahligen Bruchteile oder Vielfache. 


Die Frage, ob Kontraktion oder Dilatation bei der Bildung 
fester Verbindungen nach ganzzahligen Bruchteilen oder Vielfachen 
der Volumina der Bestandteile bevorzugt erfolgt bezw. überhaupt 
erfolgt, hat sich bereits Schrôder vorgelegt, und sie ist im 
Laufe der Zeit sehr verschieden beurteilt worden. Bedeutung 
dürfen in diesem Zusammenhang nur solche Fälle beanspruchen, 
wo kleine ganze Zahlen in Betracht kommen, wo eine statistische 
Prüfung eines grofien Materials entscheidend die Bevorzugung ganz- 
zahliger Beziehungen erweist, wo eine Zuordnung der Zahlenbe- 
ziehung zur Verbindungsgattung vorliegt und wo eine Einsicht in 
den räumlichen Zusammenhang der ganzzahligen Beziehungen ge- 
wonnen werden kann. Denn daf aus einer grofen Zahl von Fällen 
einige Paare herausgefunden werden künnen, die sich innerhalb 
der MeBgenauigkeit durch Produkte mit kleinen ganzen Zahlen 
darstellen lassen, oder da beliebige andere Zahlenwerte auf ent- 
sprechend grofe ganze Zahlen gebracht werden Kkünnen, wäre 
gewiB trivial und künnte zu keiner Erkenntnis der Wirklichkeït 
beitragen. Ich glaube aber, die oben gestellte Frage bejahen zu 
müssen, und zwar vorzugsweise aus den folgenden fünf Gründen. 

1. Für Modifikationsänderungen hatte sich der oft zutreffende 
Satz ergeben, daf die unbeständigere Formart die weiträumigere 
ist. Sind die räumlichen Unterschiede hier sehr grof, so läfit die 
Mefigenauigkeit eine Prüfung zu, ob ganzzahlige Verhältnisse vor- 
liegen. Wie die Erfahrung zeigt, stehen die Volumina nachfol- 
gender Formarten im Verhältnisse kleiner ganzer Zahlen (Ta- 
belle 24). Allerdings würden diese wenigen Beispiele für sich 


F2 


0* 
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allein zu keiner allgemeinen Aussage berechtigen. Präzisions- 
messungen an allotropen Formarten bei vergleichbaren, môglichst 
tiefen Temperaturen sind nôtig. 


Tabelle 24. 
Verhältniszahlen bei Modifikationsänderungen. 


AS met. 13,0 gelb 38,0 1806) 
Sn met. ‘16,0 nichtmet. 20,5 4:5 
P schwarz 11,5 gelb 17,0 2:3 
Hg CI œ 32,8 p 49,4 2:3 


2, Bei den Boriden und Siliziden traten Halbwerte auf. In 
den Sulfiden liegen die Schwefelvolumina zwischen ‘/2, ?/2, ÿJ2 des 
Nullpunktswertes; unter den Seleniden fand sich ein Doppelwert. 
Das Volumen des Fluors in seinen Verbindungen liegt überwiegend 
zwischen dem vollen und dem halben Nullpunktswerte; das des 
Jods überwiegend zwischen */3 und “; des Nullpunktsvolumens. 
Über das Sauerstoffvolumen in Oxyden gibt folgende graphische 
Darstellung (Fig. 3) Auskunft. Als Ordinate ist jeweils die Zahl 

der Fälle eingetragen, die auf 

| | den Raumbetrag kommt, der auf 

der Abscissenachse abgegeben ist, 
mit einer Licenz von + 0,5. Das 
Maximum bei 22 soll also bedeu- 
ten, daf in 22 von den 100 be- 


Zabhl der Fälle 
œ 


œ 


des 


Figur 8. 


rücksichtigten Fällen das Sauer- 
stoffvolumen 5,0 + 0,5 cem be- 
trägt. Ein anderes Maximum 
liegt bei 3,0 0,5 und bevorzugt 
sind ferner die Werte bei 10 
und 11. Die bisherige Erfahrung 
lä8t keine Aussage zu, ob die 
Werte bei 3 mit einer Drittelung 
oder Vierteilung des Sauerstoff- 
Nullpunktswertes 10,2 in Bezie- 
hung gebracht werden dürfen. 
Wohl aber entspricht die Häu- 
fung bei 5 und bei 10 und 11 


dem balben und dem vollen Betrage des Nullpunktsvolumen. Sas- 
lawskyÿy”) hat für 317 Mineralien, die Sauerstoffsalze oder me- 


1) Z. f. Kristallographie 59, 150 (1924). 
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tallische Oxyde sind, und weder Hydratwasser noch in über- 
wiegender Menge schwerere Metalle enthalten, die Kontraktionen 
gegenüber den Summen der Teilvolumina berechnet, und man mu 
dem Verfasser beipflichten, daf mit einer ,wahrlich bewunderungs- 
würdigen Stetigkeit‘ eine Kontraktion auf die Hälfte stattfindet. 
Das besagt im vorliegenden Zusammenhange, daB der Sauerstoff 
und die leichten Metalle mit der Hälfte ihres Nullpunktsyolumen 
in diese Mineralien eingehen. Bei Mineralien mit Schwermetallen, 
Halogenen (auBer Fluor) und Schwefel ist das nicht der Fall; die 
Kontraktionen sind hier geringer und u. U. Null. Diese Stoffe 
treten aber, wie hier gezeigt wurde, auch sonst vorzugsweise mit 
dem ungeteilten Nullpunktsvolumen in Verbindungen ein. Sta- 
tistisch sind somitrationale Verhältniszahlen bevor- 
zugt. 

8. Tabelle 25 gibt eine Auswahl von Alkalimetall- und Erd- 
alkalimetallverbindungen, in denen das Metall entweder mit seinem 


Tabelle 25. 
Vm Vo Ne Ver 
Li 12,5 63 | Ca Le ne 
Lis S1 10,5 Li, S 6,2 CaC, 29 0 Fe . 
Na 22 11 Cas Si 27,8 Ca F, 1) 12,1 
Na Co 19 Na 01) | 11,1 Can PT vi ee 
dé = Na CI 10,6 CaB; 22 és: | — 
Sr 392,0 16.0 
D 20,5 ? > 
nt ” ja K CI 21 0 = Lo Sr O 15,4 
- — — = SrS 15,5 
Rb 52 26 
— =: Rb,S 27,3 Ba 38 19 
— _ Rb,S; 25,2 Ba; As | 37 Ba O 20,1 
on RbCl | 26,7 — — BaCL | 21 


vollen Eigenvolumen oder der Hälfte davon enthalten ist. Die 
Verbindungen der ersten Art verhalten sich etwa wie die inter- 
metallischen Verbindungen, die der zweiten sind Salze oder salz- 
ähnlich. Die Abhängigkeit der Halbierung des Volu- 
mens von der Verbindungsartistmithinunverkennbar. 
Zu den Stoffen der zweiten Art gehôüren die von Saslawsky 
untersuchten Mineralien mit dem Kontraktionskoeffizienten 0,5. 
Auch das Volumen des Magnesiums ist in den entsprechenden Ver- 
bindungen zu halbieren. 


1) Für Sauerstoff und Fluor sind die halben Nullpunktsvolumina eingesetzt. 
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4. Unter gleichräumigen Verbindungen sollen solche 
verstanden werden, die bei gleicher qualitativer Beschaffenheit 
quantitativ verschieden zusammengesetzt sind und trotzdem den 
gleichen Raum erfüllen; solche Verbindungen verbalten sich also 
räumlich nicht additiv, aber die Gleichräumigkeit gestattet eine 
Aussage über die ganzzahligen Volumverhältnisse der Bestandteile. 
Die Molekularvolumina zweier gleichräumiger Fluoride und eimiger 
gleichräumiger Oxyde sind in Tabelle 26 enthalten; die Verhält- 
niszahlen für die Volumina des negativen Bestandteiles stehen in 


Tabelle 26. 
Gleichräumigkeit. 
Hg F 25,3 Hg F, 26,3 2j ani 
Cu: O 24,1 Cu, 0, 24,6 2:1 
Sn O 21,0 Sn O, 21,5 2:1 
PbO 24,2 PbO, 25,4 en 
PrOis 23,5 PrO, 23,3 4:38 
Pro 25,2 
PrO,. 50 26,5 
PrO,, s35 95,8 


der letzten Spalte. Das Volumen des positiven Bestandteiles ist 
dabei als konstant angenommen, wozu die Erfahrungen an räum- 
lich additiven Verbindungen (vergl. die Chloride der Schwermetalle 
und die Stoffe der Tabelle 28) das Recht geben. Sehr merkwürdig 
ist das Sauerstoffvolumen in Praseodymoxyden: in den gleichräu- 
migen Grenzverbindungen Pr: Os und Pre O4 ist es ganzzahlig de- 
finiert; in den Zwischenoxyden ist es grôBer und raumchemisch 
nicht durch ganze Zahlen darzustellen; aber diese Zwischenoxyde 
ordnen sich ja auch nicht ohne einen gewissen Zwang dem Gesetze 
der multiplen Proportionen unter. 

Die schärfste Aussage zu der vorliegenden Frage und wohl 
überhaupt auf dem Gebiete dieser Raumchemie gestatten Präzisions- 
messungen aus dem hiesigen Institute an streng gleichräumigen 
und streng additiven Hexamminen und Aquopentamminen. MTa- 
belle 27 enthält die Volumina der gleichräumigen Verbindungen. 
Die Abweichungen sind nicht grôBer als 0,500, die Verhältniszahlen 
der Anionenräume sind also innerhalb hoher Mefgenauigkeit 3 : 2. 
Mit zweiwertigen oder sehr grofien Anionen entstehen Hexammine, 
die nicht gleichräumig, aber streng additiv zusammengesetzt sind 
(Tabelle 28), in denen die Anionenvolumina sich also wie 1:1 ver- 
balten. Füälle irrationaler Verhältniszahlen sind in dieser Verbin- 
dungsklasse noch nicht beobachtet. 
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Tabelle 27. 


Gleichräumigè Hexammine von: 


Co CL 156,9 Co Cl, 156,4 
Co Br, 171,6 Co Br; lAsS 
CoJ, 198,0 CoJ, 197% 
Co(CNSh 217,3 Co (CNS), 218,2 
Co (N Oh 193,2 Co (NO; 192,5 
Co (CIO, 295,4 Co(C10,); 294,4. 
Cr Br, 182,8 Cr Br; 183,2 
CrJ, 220,3 CrJ, 220,6 
Aquopentammin von: 
CoF, 126,0 Cor; 125,4 
Tabelle 28. 


Additive Hexammine von: 


beob. Additiy | | Veob. | Additi 
CoSO, 155,5 154,1 1 Co, (80) 169,9 171,2 
Co, 0, 165,6 164,3 4 Coy (Co Os | 184,0 185,3 
Co (R) ‘) 408,7 408,0 Co (R);:) 553,4 554,2 


5. H. Schrôder?) hat 1840 für feste Stoffe den Satz auf- 
gestellt: die Elemente existieren in den Verbindungen in ungleichen 
Zuständen, sodaf ihr Volumen im Verhältnisse ganzer Zahlen ver- 
änderlich ist. Dieser Satz ist 1841 von H. Kopp”) abgelehnt 
worden, obwohl es Kopp nicht unbekannt geblieben war, dai — 
in unseren heutigen Einheiten ausgedrückt — das Volumen des 
Sauerstoffs in den Oxyden 10,2 oder 5,1 oder 2,56 ist. Aber Kopp 
war bei Ableitung dieser Zahlen lediglich auf das subtraktive Ver- 
fahren angewiesen und W. Ostwald vermochte 1885 bei einer 
kritischen Besprechung der älteren raumchemischen Arbeiten in 
den unzweifelhaft vorhandenen Zahlenregelmäfigkeiten, wie sie 
u. a. in der Ziffer 10,2 und ihren ganzzahligen Bruchteilen vor- 
liegen, keinen physikalischen Sinn zu erblicken. Der physikalische 
Sinn der Zahl 10,2 ist, wie nunmehr feststeht, der, daf 1g Atom 
festen Sauerstoffs bei einer dem Nullpunkte nahen Temperatur 
den Raum von 10,2cem einnimmt, und den physikalischen Sinn 


1) R — $-Naphtalinsulfosäure-Rest. 

2) Pogg. Ann. 50, 553 (1840). 

3) Über das spezifische Gewicht der chemischen Verbindungen. Frankfurt 
a. Main, bei G. F. Kettembeil, 1841. 
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des Halbwertes erläutern für das Beispiel der Kupferoxyde, die 
in Figur 4 abgebildeten Gitterstrukturen. Das Kupferoxydulgitter 


Cu a=3.61 Cu 0 a=#26 Cu0 a=3.74 
“ b=c=4.67 
a=85°21 
B =86°25" 
e=Cu O=0 Y=33°35" 
Figur 4. 


entsteht aus dem flächenzentrierten, kubischen Gitter des metalli- 
schen Kupfers durch Weitung und Einbau von 2 Sauerstoffatomen ; 
das Gitter des Kupferoxyds ist pseudokubisch, aber sein Elementar- 
bereich fast genau ebenso gro wie der des Kupferoxyduls; er 
enthält 4 Sauerstoffatome, deren Platzbeanspruchung also nur halb 
so grofi ist wie im Oxydul. 

Das Gitter der Hexamminkobaltohalogenide ist auf meine Bitte 
hin von den Herren Scherrer und Stoll gemessen worden. Herr 
Stoll hat auch das Gitter des Hexamminkobaltijodids untersucht; 
nach seinen noch unverôffentlichten Ergebnissen ist die Lage der 
Hexamminkobaltikomplexe die gleiche, wie bei dem Derivate des 
zweiwertigen Kobalts, und ebenso die Gitterkonstante. Hinsicht- 
lich der Lage der 8 Jodatome wird die endgültige Prüfung durch 
eine im Gange befindliche Untersuchung abzuwarten sein. In un- 
serem Zusammenhange genügt die Feststellung, daf der Elementar- 
bereich des Hexamminkobaltisalzes von dem des Kobaltosalzes sich 
nicht durch sein Volumen, sondern nur durch die Vermehrung der 
Jodatome um eïnes und eine Anderung ihrer Lage unterscheidet, 
Entsprechend gleichräumig sind nach Linus Pauling') die Am- 
moniumsalze vom Typus (NH4)2 MY Halogens mit solchen vom Ty- 
pus (NHi)s M Halogens, die sich nur durch ein Mehr von einem 
NH4 unterscheiden. Der Wechsel des Zentralatoms spielt in diesen 
weiträumigen Gittern keine wesentliche Rolle. 

Die Sachlage ist also die folgende: wie an Verbindungen 


1) Journ, Amer. Chem, Soc. 46, 2738 (1921). 
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hôherer Ordnung (besonders ausführlich an Ammoniakaten und 
Hydraten) und an binären Verbindungen wechselnder qualitativer 
und quantitativer Zusammensetzung gezeigt wurde, bestehen viele 
Môglichkeiten, die ein Abweichen der Verbindungsvolumina von 
der Additivität bedingen. So wurden «u. a. als solche , Wirkung 
zweiter Art‘ die Aufweitung mit wachsender Zahl der Liganden, 
die Konservierung weiträumiger Gitter trotz Vornahme eines Ab- 
baues, die atomphysikalischen Sondereinflüsse der teilhabenden 
Elementaratome, das Vagabundieren von Gitterbestandteilen ge- 
nannt. Bisweilen, wo diese Wirkungen in ihrer Folge sehr grof 
sind, wie in Zeolithen, wo aber der Sonderfall der Gittereigen- 
tümlichkeiten den Befund ohne weiteres erklärt, dürfen sie. bei 
der Erôrterung des allgemeinen Problems füglich aufer acht 
bleiben. Oft ist die Folge dieser Wirkungen nicht groB und kann 
als Korrekturbetrag bei dem additiven Verfahren gelten. Es 
kommen indessen auch beträchtliche Wirkungen zweiter Art zur 
Geltung; wie der Befund zeigt, im allgemeinen innerhalb oder an 
solchen Grenzen der Einzelvolumbeträge, die in ganzzahligen 
Verhältnissen von den Nullpunktsbeträgen verschieden sind. Wir 
müssen also unter der Gesamtheit aller môglichen Kontraktionen 
und Dilatationen die genannten ganzzahligen Volumina als die be- 
vorzugten Produkte der, wie immer bedingten Raumänderung be- 
trachten und als Ergebnis der Erfahrung zusammenfassend sagen: 
bevorzugt sind bei der Bildung eines Gitters Anord- 
nungen ohne Raumänderung oder solche, bei denen 
die Raumänderung in einem rationalen Zahlenver- 
hältnisse oder innerhalb der Grenzen rationaler 
Raumzabhlen erfolgt. So einleuchtend das Ergebnis für Stoffe 
ist, deren Teile sich von den unverbundenen nicht wesentlich unter- 
scheiden, so tüiberraschend ist es in anderen Fällen. Wenn man 
berücksichtigt, daf der Raum des festen Chlors vom Volumen der 
Chloratome, ihrem Abstande innerhalb des Moleküls und dem 
Abstande der Moleküle voneinander abhängt, während der Raum 
des Chlors in Salzen von dem Volumen des Chlorions und 
seinem Abstande von den Metallionen und anderen Chlorionen 
bestimmt ist, wenn man ferner berücksichtigt, daf in organischen 
Stoffen und anorganischen Verbindungen mit Molekülgitter wieder 
andersartige Bindungen vorliegen, so muf die nahezu gleiche Raum- 
beanspruchang aller dieser Chlorarten hôchst auffällig erscheinen. 
Da über eine Verschiedenheit der Raumerfüllung des Chlorions 
und Chloratoms u. a. auch nach den neuesten Untersuchungen von 
H. G. Grimm und V.M. Goldschmidt kein Zweifel sein kann, 
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so muB, um die vorliegenden Ergebnisse zu erzielen, ein gesetz- 
mäfiger Ausgleich dieser Verschiedenheiten durch die Anordnung 
im Gitter statthaben. Das angeführte Beispiel der Gitter der 
Kupferoxyde kann nur den Anspruch erheben, eine Demonstration 
und Erläuterung des Falles zu liefern, ohne über das , Warum“ 
der tatsächlich beobachteten Gitteranordnungen etwas auszusagen. 
Es bleibt eine Aufgabe der Gittertheorie, eine Deutung für die 
Bevorzugung der soeben gekennzeichneten Anordnung zu ver- 
schaffen, Aufgabe der Chemie bleibt des weiteren kritische Sich- 
tung und Vervollständigung des Materials in allen Eïinzelheiten 
und die Beïbringung môüglichst exakter Beispiele für tiefe Tempe- 
raturen. 
4. Thermochemisches. 


Man hat früher sehr oft versucht, Kontraktionen bei der Ent- 
stehung von Verbindungen aus Elementen in Zusammenhang mit 
den Bildungswärmen zu bringen. Vor einem Jahre verôffentlichte 
Balandin!) eine empirische Formel, die umgeformt lautet 


HD (e — ©), und in der V ein Verbindungsvolumen, v ein 


Volumen eines Verbindungsbestandteiles und Q die Bildungswärme 
bedeutet; a und b sind für ziemlich eng umgrenzte Stoffgebiete 
gültige Konstanten. Diese Formel gibt die Beobachtungen oft gut 
wieder. Aber das Wesen der Sache kann durch diese einfache 
Beziehung gewiB nicht erschôpft werden. Beispielsweise ist die 
Bildung einer ungesättigten Verbindung, die unter einer grôferen 
Wärmelieferung erfolgt als die Sättigung, manchmal mit einer 
grôBeren Ausdehnung verbunden, als die Sättigung, manchmal mit 
einer kleineren. Nach einem Ansatze, der in einer Abhandlung 
von Grimm und mir gegeben wurde?), läft sich näherungsweise 
die Dilatation D eines Salzes bei der Anlagerung von gasfôrmigem 
Ammoniak durch die Beziehung 


1 


= Aépeftre E es) 

[wi] 
mit der Bildungswärme Q in Verbindung bringen. Hier geht 4’, 
die Anlagerungsarbeit des Ammoniaks an das Kation des gewei- 
teten Gitters, U, die Gitterenergie des ursprünglichen Salzes und 


n, der Born’sche Exponent ein. Aber es hat sich selbst unter 
verhältnismäfig so einfachen und angenäherten Bedingungen noch 


1) Z. f. Phys. Chem. 116, 123 (1925). 
2) Naturwissenschaften 13, 500 [1925]. 
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kein Fall finden lassen, wo 4! unabhängig von dieser Beziehung 
ermittelt werden, D also aus Q und sonst bekannten Grüfien be- 
rechnet werden kônnte. (GewiB sind aber auch zu einem empi- 
rischen Vergleiche mit Raumänderungen die Gitterener gien 
zuständiger als die Bildungswärmen. Im Bereiche der Halogenide 
ist ein Parallelismus zwischen den Gitterenergien der Salze und 
der Raumbeanspruchung der Halogene nicht zu verkennen. 


Tabelle 29. 
D en de 
HRDTnE spezif. Wärme 
berechnet von 
Stufe zu Stufe (Schottky) 
CuSO, .H,0 10,6 6,99 
CuS0,.3H, 0 139 
CusSO, . 0'H-0 13,9 9,14 
HO Eis bei O° 19,6 931 


.. Tabelle 29 enthält einen Vergleich des Volumens und der 
Ânderung des Wärmeinhaltes von Wasser in Kupfersulfat- 
hydraten. Beide Beträge sind kleiner als die des Eises und beide 
sinken mit abnehmendem Gehalte des Kupfersulfates an Wasser, 
d. h. das addierte Wasser näühert sich in beiden Eigenschaften dem 
Nullpunktszustande. Eine entsprechende Parallele findet sich 
zwischen der Raumbeanspruchung und dem Wärmeinhalte ver- 
schiedener Modifikationen gleicher Stoffe ?). 


V. Anwendungen auf organische Stoffe. 


Die für eine Raumchemie der festen organischen Stoffe im 
vorliegenden Sinne bestehenden Môglichkeiten sind bisher nicht 
benutzt worden. Das Interesse beschränkte sich im wesentlichen 
auf die Raumerfüllung siedender organischer Flüssigkeiten, und 
so kommt es, daB die Zahl der Messungen an festen Stoffen im 
Vergleiche zu der Überfülle des Materials ziemlich klein ist. 

Tabelle 30 gibt einige Beispiele für den Satz, nach dem die 
unbeständige Formart die weiträumigere ist. 

Die Nullpunktsvolumina einiger Kohlenwasserstoffe sind teils 
von Guldberg, teils von Herz ermittelt worden; bisweilen 
lassen sich Messungen von Dichten bei tiefen Temperaturen und 


1) Vergl. Smiles, Herzog, Chem. Konstitution und physikalische Eigen- 
schaften 1914, $S. 138. 
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Tabelle 30. 


Modifikationen und Isomere organischer Verbindungen. 


beständig unbeständig 
Acetamid trigonal 51,8 | rhombisch 53,9 
B-Thujonsemicarbazon rhombisch 189 hexagonal 194 
3,4-Dinitrodiaethylanilin | rot 178,2 | gelb 180,8 
C0; trans Verb. Fumarsäure 71,5 | cis Verb. Maleinsäure 73,0 
Tabelle 31. 


Aliphatische Kohlenwasserstoffe. 


x berechnet mit 
Ableitg. gef. 


Diamant| Graphit 
CH dfest 26,4 26,2 28,2 
C, H; dr 492,8 41,0 45,0 
ds 39,0 
n-C; H,> Herz !) 81,2 85,4 95,4 
Guldberg 80,0 
n-C,; 4,4 Herz 99,1 100,2 112,2 
; 95,3 
Guldberg 96,1 
n-C; H;, Herz 115,0 115,0 129,0 
2 110,2 
Fr OS à Pa : 125,6 | 129,8 | 145,8 
Guldberg | 123,5 
CES Herz 147,2 144,6 162,6 
Ge ’ 160,2 | 159,4 | 179,4 
Hexamethylen | dkr 82,1 (88,8) ohne Berücksichtig. d. Ringschlusses 
Amylen Guldberg FATNT 78,0 mit F = 4 
Diallyl à 86,8 85,4 mit 2F — 8 
Acetylen dfest 80,0 (18,2) ohne Berücksichtigung der [= 


Rüntgendichten heranziehen. In Tabelle 31 sind die Räume nor- 
maler aliphatischer Kohlenwasserstoffe und die berech- 
neten Werte angegeben. Zur Berechnung wurde nach den im vor- 
stehenden gewonnenen Erfahrungen das Diamantvolumen und die 
Hälfte des Volumens benutzt, das Wasserstoff im Nullpunkte ein- 
nimmt, 5,7. Man sieht, wie weit Rechnung und Befund übereinstimmen. 

Ringschluf (Hexamethylen) wirkt zusammenziehend und ein 
Mangel an Sättigung aufweitend, wie das ja auch in so vielen 


1) Literatur über von Herz ermittelte Nullpunktsvolumina organischer 
Stoffe vgl. Z. f. anorg. u. allgem. Chem. 153, 339 [1926]. 
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Fällen der anorganischen Chemie gezeigt und von vielen Fällen 
flüssiger organischer Verbindungen bekannt ist. Das Inkrement 
für eine Doppelbindung beträgt nach der bisherigen Erfahrung 4. 
Die ungesättigten Stoffe der organischen Chemie sind also tat- 
sächlich Stoffe mit unvollständig ausgenutztem Raume von einem 
nunmehr in Kubikzentimetern angebbaren Betrage. 

In Tabelle 32 ist derselbe Vergleich für aromatische Stoffe 
und gemischt aliphatisch-aromatische Stoffe durchge- 
fübhrt. Auch hier deckt sich die Rechnung mit der Sicherheit der 


Tabelle 32. 
Aromatische Kohlenwasserstoffe. 
berechnet 
Ableitg. gef. m. Graphit irin. 
| u. Diamant re 
Benzol Guldberg 66,4 66,6 54,6 
Herz 65,7 
Toluol Guldberg 80,3 81,4 71,4 
Herz 84,4 
Propylbenzol : 115,5 111,0 105,0 
Mesitylen : 116,2 111,0 105,0 
m-Xylol : 96,6 96,2 88,2 
100,1 
Aethylbenzol Guldberg 96,0 96,2 88,2 
Herz 98,7 
Cymol Guldberg 128,7 125,8 121,8 
Naphtalin . 102,3 99,6 79,6 


Erfahrung, wenn man für das aromatische Kohlenstoffatom das 
Volumen des Graphits und für die Seitenketten das des Diamanten 
einsetzt. Rechnet man anders, also für Tabelle 31 mit dem Gra- 
phitvolumen, bei dem Kohlenstoff des Benzolringes mit dem Dia- 
mantvolumen und bei den Seitenketten wieder mit den Graphit- 
volumen, so erhält man Werte, die mit der Erfahrung unverein- 
bar sind. Das Ergebnis ist so einfach wie müglich, und erhärtet 
zudem aufs Neue die Zulässigkeit einer Zuordnung aliphatischer 
Stoffe zum Diamanten und aromatischer zum Graphit') Auf die 


1) W. Herz berechnete neuerdings (vergl. Z. f. anorg. u. allgem. Chemie 
153, 339 [1926]) die Volumenkontraktionen bei der Bildung aliphatischer und 
aromatischer Verbindungen. Dabei wurde aber für die ersteren ein dem Graphit., 
für die zweiten ein dem Diamantvolumen nahekommender Betrag benutzt, 
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Frage, ob man in aromatischen Stoffen nicht auch mit dem Dia- 
mantvolumen und dem dreifachen Inkremente für die Doppelbin- 
dung rechnen kônne, ist zu antworten, daf diese Inkremente be- 
reits in dem Werte für Graphit enthalten sind. Denn es ist: 


6 CDismant CE 9F —="6 CGraphit oder 
GAS MCE 


Guldberg, der die Frage prüfte, ob die von ihm ermittelten 
Nullpunktsvolumina organischer Stoffe einem Additivitätsgesetze 
folgen, verneinte dies. Aber er wäre zweifellos zu dem vorlie- 
genden Ergebnisse gelangt, wenn er die Stoffklassen der organi- 
schen Chemie gesondert untersucht hätte. Denn die sauerstoff- 
haltigen und stickstoffhaltigen organischen Verbindungen weisen 
keineswegs so einfache Verhältnisse auf. Tabelle 33 enthält hier- 


über einige z. T. wenig verbindliche Angaben. Man kann aber 


Tabelle 38. 
Sauerstoff- und Stickstoff-Volumina. 


Vol. von O in Methyl- bis Oktylalkohol 2— 6 
» _» O2 in Ameisen- bis Nonylsäure und deren Estern 10—22 
»  n O> in Benzoesäure 21 
» » O2 in Bernsteinsäure 10,4 
Vol von NH, in einfachen Aminen TV 10 

» _» NH in einfachen Aminen UN 3—5 
» _» N in einfachen Aminen GPS 


keineswegs übersehen, daf das Volumen des Sauerstoffs und Stick- 
stoffs hier mit der Bindungsart systematisch veränderlich ist. 
Auch in anorganischen Stoffen begegnete man bei diesen Elementen 
einer grofen Vielseitigkeit und ein gleiches lehrt die Refrakto- 
metrie organischer Stoffe, deren Inhalt, wie es in ihrem Wesen 
liegt, der Lehre von der Raumbeanspruchung parallel gehen musñ. 
Das war bekannt für die von Kopp untersuchte Raumbean- 
spruchung organischer Flüssigkeiten, und es ist, wie sich nun er- 
weist, ebenso für die Raumbeanspruchung fester organischer Stoffe 
bei tiefen Temperaturen. 

Eine Untersuchung über die Beeinflussung der Raumbean- 
spruchung durch Wechsel der Konstitution haben am Beispiele 
methylierter Harnsäuren Herr und Frau Klemm in diesem Labo- 
ratorium vorgenommen, und ich verdanke ihnen die in Tabelle 34 
vereinigten Angaben. Die unter Ziffer 10) und 11) verzeichneten 
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Tabelle 34. 
Methylierte Harnsäuren. 
Methyl- ren 
Nr. stellung Vol. VMol.;6a. k 10° 
1) = 91,5 91,5 13 
2) 1 107,1 103,1 4,7 
3) 3 108,2 104,2 4,5 
4) 7 106,6 106,6 11,5 
5) 9 110,6 110,6 29 
6) 3—9 121,6 117,6 0,21 
7) LS 128,6 120,6 1,8 
8) ÉT 125,6 121,6 3,2 
9) 7—9 123,0 | 123,0 7,9 
10) tas #0 137,4 129,4 0,13 
11) ST 0 133,1 129,1 0,17 
12) ny 139,4 131,4 2,9 
13) ee 9 138,0 1340 | 10 


Trimethylharnsäuren sind raumchemisch vergleichbar, weil sie 
nahezu die gleiche Azidität besitzen (vergl. die letzte Spalte unter 
k:105); ihr Raumunterschied lehrt, daB mit dem Eintritte einer 
Methylgruppe in den Sechsring der Harnsäure eine um 4cem 
grôBere Weitung verbunden ist, als wenn im Fünfring methyliert 
wird. Berücksichtigt man diesen Reduktionsbetrag, so erhält man 
die Werte der vorletzten Spalte und diese zeigen, daf innerhalb 
einer Methylierungsstufe die isomeren Harnsäuren um so saurer 
sind, so grüBer ihr Volumen ist; zwischen diesen Molekularräumen 
und den Logarithmen der elektrochemischen Affinitätskonstanten 
besteht angenähert lineare Zugehôrigkeit !). Wie man sieht, ist es 
für Spezialfragen unserer Raumchemie fester organischer Stoffe 
nicht immer nôtig, Nullpunktsräume zu benutzen, wenn man sich 
auf Vergleiche beschränken will. Zur Berechnung von Absolut- 
werten sind sie unerläfilich. 


Die Erfahrungen aus der vorliegenden Abhandlung lassen für 
den Idealfall auf das Bestehen des folgenden, allerdings zur Zeit 
noch keineswegs deduzierbaren Satzes schlieen: im Grenzfalle 
ist das molekulare Nullpunktsvolumen W, einer Ver- 


1) Eine Ausnahme bilden die 1—7- und 1—9-Dimethylharnsäuren, worüber 
an anderer Stelle berichtet wird. 
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bindung gleich DE wenn *, den Nullpunktsraum 


eines Verbindungsbestandteiles und # und "» eine 
kleine ganze Zahl bedeutet; oft gilt x/m— 1. In viele 
Kristalle gehen die Bestandteile nicht nach den im 
Grenzfalle bevorzugten rationalen Verhältniszahlen 
ein, sondern je nach Art der beteiligten Stoffe mit 
mehr oder minder angenäherten Teilräumen. 

Die erste Erkenntnis solcher Art ist nicht H. Kopp zu ver- 
danken, sondern H. Schrôder, der sein ganzes Leben hindurch 
über diese Raumfragen gearbeitet hat. Es verdient, angemerkt 
zu werden, da8 Kopp in seiner ersten ausführlichen Abhandlung 
die Priorität Schrôders auf das unumwundenste anerkannte, 
wenn er freilich auch manches an seinen Ergebnissen abfällig be- 
urteilte. 

DaB gegenwärtig eine Renaissance des Schrôüder’schen Ge- 
dankens müglich wird, wurde durch die seit 1923 erfolgreiche Be- 
nutzung der Nullpunktsvolumina seitens des Verfassers bewirkt. 
Im Anschlusse daran hat sich bereits besonders E. Moles ein- 
zelner Fragen dieses Gebietes angenommen. Auf Arbeiten J. Sas- 
lawsky'’s, die unabhängig von den vorliegenden begannen, ist 
im vorstehenden mehrfach hingewiesen worden !). 

Unter meinen Mitarbeitern, deren Versuchsergebnisse hier ver- 
wendet wurden, sind an erster Stelle Herr G. KF. Hüttig, der 1919 
einige erste Messungen an Ammoniakaten ausführte, und Herr 
E. Birk zu nennen, der seit 1921 mein ständiger Arbeitsgenosse 
auf unserem Gebiete war. Es haben sich experimentell des wei- 
teren beteiligt: Herr und Frau Klemm und die Herren Boden- 
siek, Fendius, Fischer, Haase, Herzer, Hohorst, Hol- 
verscheit, Keunecke, Mau, Messerknecht, Müller, 
Pieper, Rahlfs, Specht, Wagner und Wein. Herr Meisel 
stellte seine rôntgenographischen Erfahrungen in den Dienst der 
Sache und unterstützte die rechnerische Auswertung des Materials. 


1) Über die ältere Literatur vgl. bei Wi. Ostwald, Jahrbuch der allgem. 
Chem. I, 615; ferner u. a. auch betreffs der einschlägigen Arbeiten Traube’s 
bei Smiles, Herzog, Chem. Konstitution und physik. Eigenschaften 1914, 5. 


Hannover, Technische Hochschule, Institut für anorganische 
Chemie. 


Über gewisse Zentralbewegungen dynamischer Systeme. 


Von 
George D. Birkhoff. 


Vorgelegt in der Sitzung am 80. Juli 1926 durch R. Courant. 


1. Einleitung. 


Für eine sehr allgemeine Klasse von dynamischen Systemen 
kann die Gesamtheit der Bewegungszustände derart in eine einein- 
deutige Beziehung zu den Punkten P einer geschlossenen #-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit M gebracht werden, daB für geeignete 


Koordinaten x,,...x, die Differentialgleichungen der Bewegung 
in der Umgebung irgend eines Punktes geschrieben werden kônnen: 
dx; à 
Te =) Den 


Hier sind die X, reelle analytische Funktionen und # bedeutet die 

‘ Zeit. Die Bewegungen werden dann dargestellt durch Kurven, 
die in Y liegen. Durch jeden Punkt P, von M geht eine und nur 
eine solche Bewegungskurve und die Lage eines Punktes P auf 
dieser Kurve ändert sich analytisch mit der Ânderung von P, und 
des Zeitintervalles P,P. Man stelle sich vor, daB sich mit der 
Ânderung von # jeder Punkt von M auf seiner Bewegungskurve 
bewegt, so daf eine stetige Strômung von M ïin sich selbst er- 
zeugt wird. 

Die Differentialgleichungen der klassischen Dynamik sind von 
einer spezielleren Form. Insbesondere besitzen sie ein invariantes 
n-dimensionales Integral in M.  Infolgedessen mu jedes kleine 
»yMolekül“ 6 von M später (oder früher) in jede zu einer Zeit #, 
gehôrige Anfangslage 6, übergreifen. Denn man nehme an, das 
Molekül habe sich in einem kurzen Zeitintervall + in eine voll- 
ständig neue Lage bewegt; und betrachte seine ursprüngliche 
Stellung und die Reïhe der Stellungen nach 7, 2r,... Zeiteinheiten 


Go) Or) Op +++ 
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 1. 6 
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Diese künnen nicht alle zu einander fremd sein. In der Tat, be- 
zeichnet v den Wert des invarianten Integrals über 6,, so ist 
dieser Wert für 6,,6,,... usw. derselbe. Da aber der Wert dieses 
invarianten Integrals über ganze M endlich ist — sagen wir V—, 
so kann die Anzahl der zu einander folgenden Lagen der Reïhe 
von Molekülen V/v nicht überschreiten. 

Daher greifen gewisse i-te und j-te (à < j) Moleküle übereinander. 
Wenn aber diese übereinandergreifen, dann müssen sie dies auch in 
den entsprechenden Stellungen (7— :) Zeiteinheiten früher tun. Folg- 
lich überdeckt die (7 — i)-te Lage von 6 einen Teil ihrer Anfangslage. 
Mit diesem Argument und seiner naturgemäfen Erweiterung bewies 
Poincaré !), daB im Allwemeinen die Bewegungen eines solchen dyna- 
mischen Systems von klassischem Typus unendlich oft in die Um- 
gebung irgend eines Anfangszustandes zurückkehren und so eine Art 
Stabilität ,im Sinne von Poisson“ besitzen. | 

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, zu zeigen, da mit 
einem wüllkürlichen dynamischen System stets eine bestimmte, ab- 
geschlossene Menge von Zentralbewegungen verbunden ist, die eine 
Teilmannigfaltigkeit M, von M erfüllen, die diese Eigenschaft der 
»regionalen Rückläufigkeit“ besitzen und denen sich alle andern 
Bewegungen des gegebenen Systems in einem ganz bestimmten 
Sinn annähern. 

Offenbar kann diese Untersuchung auch als Studium der Eigen- 
schaften gewôhnlicher Differentialgleichungen des obigen Typus 
aufgefafit werden; diese sind von so allgemeiner Gestalt, daB sie 
ganz abstrakt leicht behandelt werden kônnen. In den Fällen 
n —= 1,2 sind die Resultate wohlbekannt; hier sind die Zentral- 
bewegungen durch die Gleichgewichtszustände und die periodischen 
Bewegungen gegeben. 


2. Wandernde und nicht-wandernde Bewegungen. 


Man denke sich einen willkürlichen Punkt P, aus der Mannig- 
faltigkeit »m der Bewegungszustände. 6 sei ein offenes Kontinuum 
mit kleinem, s nicht übersteigendem Durchmesser?) und P, sei 
darinnen enthalten. Nimmt die Zeit zu, so bewegt sich dieses 
»Molekül® 6. Es kann sein, daB P, einen Gleichgewichtszustand 
darstellt; dann würde sich das Molekül in P, ständig selbst über- 


1) Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste, vol. 8. 

2) Es ist klar, daf die Entfernung in M in einer ziemlich willkürlichen Art 
definiert werden kann, Der Durchmesser einer Punktmenge ist die obere Grenze 
der Entfernungen je zweier Punkte der Menge. 
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lagern. In jedem andern Fall wird sich 6, falls es klein genug 
gewählt ist, auBerhalb seiner selbst bewegen, da die Geschwindig- 


keitskomponenten . im ganzen Molekül in seiner Anfangslage 


annähernd dieselben sind, wie in P.. 

Wenn es môglich ist, & so klein zu nehmen, da8 6 niemals 
wieder in seine erste Stellung hineingreift, werden wir P, einen 
wandernden Punkt nennen. Im gegenteiligen Falle soll P, ein 
nicht-wandernder Punkt heïfen; natürlich zählen wir Gleichgewichts- 
punkte auch zu dieser Kategorie. 

Es besteht nun, soweit diese Definitionen reichen, eine schein- 
bare Asymmetrie zwischen den beiden Richtungen der Zeit t, aber 
man sieht leicht ein, daB sie nur scheinbar ist. In der Tat, greift 
das Molekül 6 nach 7 Zeiteinheiten wieder in seine Ausgangs- 
stellung über, so ist das 7 Einheiten früher auch der Fall; denn 
die beiden sich überlagernden Moleküle 6, (d. h. 6 am Anfang) und 
6, (d. h. 6 nach x Zeiteinheiten) nehmen + Einheiten vorher die 
sich überlagernden Stellungen 6, und 6, ein. 

Somit ist der wandernde Punkt P, durch die Tatsache cha- 
rakterisiert, daf das kleine Molekül 6, das P, enthält, eine #-di- 
mensionale Rôhre beschreibt, die sich niemals selbst durchdringt, 
wenn é von —oco bis +co läuft. Aus diesem Grrunde erscheint 
die Charakterisierung als wandernder Punkt gerechtfertigt, sobald 
P, niemals in die unmittelbare Nachbarschaft eines schon einmal 
durchlaufenen Punktes zurückkommt. 

Die entsprechenden Bewegungen werden natürlich wandernd 
oder nicht-wandernd heïfen, je nachdem der sich bewegende Punkt 
der einen oder der andern Klasse angehôrt. 

Die Menge W von wandernden Punkten aus M bildet — wenn 
sie existiert — Bewegungskurven, die offene n-dimensionale Kontinua 
erfüllen. Die Menge M, von nicht-wandernden Punkten *) aus M bildet 
die abgeschlossene Komplementürmenge von Bewegqungskurven. 

Aus den eben angeführten Gründen sind alle diese Behaup- 
tungen klar, mit Ausnahme vielleicht der einen, daf W offen und 
M, abgeschlossen ist. Aber wenn P, wandernder Punkt ist, so ist 
es auch jeder Punkt des P, enthaltenden und sich nicht selbst 
überlappenden Moleküls 6. Dies zeigt sofort, dafñ W von offenen 
n-dimensionalen Kontinuen gebildet wird, da ja jeder Punkt von 
W innerer Punkt ist. 


1) Diese muB vorhanden sein, da die Grenzpunkte jedes sich bewegenden 
Punktes von M offenbar nicht wandernde Punkte sind. 
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Wenn die Menge M, von nicht-wandernden Bewegungen Punkte 
enthält, die nicht Grenzpunkte der Menge W sind, so bilden diese eine 
Menge M! von Bewegungskurven, die offene n-dimensionale Kontinua 
erfüllen und die Eigenschaft der ,regionalen Rückläufigkeit® besitzen. 


Es ist klar, daf M! aus einer Menge von Bewegungskurven 
zusammengesetzt ist; denn wenn irgend ein Punkt Q von M sich 
nicht in der unmittelbaren Nachbarschaft einer Bewegungskurve 
von W befindet, so gilt dasselbe für alle andern Punkte der Be- 
wegungskurve, die Q enthält. Ebenso liegt ein genügend kleines 
Molekül, das Q enthält, ganz in M}, so daB M von offenen n-di- 
mensionalen Kontinuen nicht-wandernder Punkte gebildet wird. 
Daraus folgt die Eigenschaft der regionalen Rückläufigkeit. 

Offenbar ist die Menge M — M! = M die Menge der Rand- 
punkte der #-dimensionalen offenen Kontinua W,, M'. Die Menge 
M" besitzt daher eine niedrigere Dimensionszahl als n. 

Wenn die Zeit t zunimmt oder abnimmt, so nähert sich jeder 
wandernde Punkt der Menge M, der nicht-wandernden Bewegungs- 
Lurven. 

Der Beweis dieser fundamentalen Eigenschaft wandernder 
Bewegungen ist unmittelbar zu führen. Man denke sich eine kleine 
offene Umgebung der abgeschlossenen Menge M, und die abge- 
schlossene Komplementärmenge C, die nur aus Punkten von W 
besteht. Zu jedem Punkt von C kann ein Molekül 6 konstruiert 
werden, das so klein ist, da es sich bei Ânderung der Zeit nie- 
mals selbst überdeckt. Nun kann eine endliche Anzahl unter 
diesen Molekülen gefunden werden, die C vollständig überdecken 
und zwar so, daf jeder Punkt von C innerer Punkt mindestens 
eines dieser Moleküle ist. Ein sich bewegender Punkt kann jedes 
von diesen nur einmal!) betreten (die Moleküle sind als festgeheftet 
aufgefaft) und kann in ihm nur ein kurzes Zeitintervall verharren. 
Es ist daher einleuchtend, daf der sich bewegende Punkt nach 
einer endlichen Zeït alle Moleküle, die durch seine Bewegungs- 
kurve geschnitten werden, passieren wird, Nach Ablauf dieser 
Zeit mu der sich bewegende Punkt in der gegebenen kleinen Um- 
gebung von M, bleiben; in gleicher Weïise wird er stets in dieser 
Umgebung bleiben, wenn # unbegrenzt abnimmt. Da die kleine 
Umgebung von M, willkürlich war, mu sich der Punkt, in jeder 
Richtung der Zeit, asymptotisch M, annähern, w. z. b. w. 


1) Es ist erlaubt, anzunehmen, da8 die Moleküle mit der »-dimensionalen 
Vollkugel homôomorph sind und von benachbarten Bewegungskurven hôchstens 
einmal durchsetzt werden. 
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3. Einige weitere Eigenschaften der wandernden Bewegungen. 


Ein etwas eingehenderes Studium fôrdert gewisse weitere cha- 
rakteristische Eigentümlichkeiten der Art der Annäherung der 
wandernden Bewegungen an die nicht-wandernden Bewegungen zu 
Tage. Da wir gesehen haben (Ende von Abschnitt 2), daB der 
sich bewegende Punkt jedes der festen Moleküle, die C tiberdecken, 
hôchstens einmal betritt und in ihm nur eine kurze Zeitspanne 
verharrt, ist folgendes klar: 

Jeder wandernde Punkt bleibt auferhalb einer gegebenen Um- 
gebung von M, alles in allem nur eine endliche Zeit T und verläft 
diese Umgcbung alles in allem nur für eine endliche Anzahl von Malen 
N'), wo N'und T vollständig festgelegt sind, sobald die Umgebung 
von M, gewällt ist. 

Nun kann man die Frage stellen: ist nicht das gesamte Zeit- 
intervall, vom ersten Austritt des sich bewegenden Punktes aus 
der beschriebenen Umgebung von 1, bis zum letzten Eintritt in 
sie, gleichmäBig beschränkt? Fällt die Antwort bejahend aus, so 
kann man daraus verschiedene interessante Schlüsse ziehen. Aber 
es scheint kein Grund vorhanden zu sein, anzunehmen, daB das im 
Allgemeinen der Fall ist, Um die Art, in der die wandernden 
Bewegungen sich 47, nähern, deutlicher zu machen, kann man so 
vorgehen: Es sei 


2,9; LS @,; LE D 


eine im Zeitintervall unbegrenzt wachsende Folge von Bogen der 
Bewegungskurven. Dabei sollen sowobl P, als auch ©, für jeden 
Wert von »# in C liegen. Hier mu P, auf der Kurve vor Q, 
kommen. Jeden Häufungspunkt einer Folge P, nennen wir einen 
a-Punkt (in bezug auf die gegebene Umgebung von M,) und jeden 
Grenzpunkt einer Folge Q, einen B-Punkt. 

Wäre das Intervall zwischen dem ersten Austritt aus der 
Umgebung von M, und dem letzten Eintritt in sie gleichmähig 
beschränkt, so kônnte es offenbar keine «- und B-Punkte geben. 
Existieren umgekehrt «- und B-Punkte, dann ist dieses Intervall 
nicht gleichmäBig beschränkt. 

Sowohl die Menge der «-Punkte als auch die der B-Punkte 
ist natürlich abgeschlossen. Ferner: wenn P ein «-Punkt ist, so 


1) Um die Zahl der Austritte genau zu erhalten, genügt es, die Zahl der 
Austritte durch die C überdeckende Moleküle zu nehmen, wo diese Moleküle die 
in der vorhergehenden FuBnote festgelegten Eigenschaften besitzen. 
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ist es offenbar auch jeder andere Punkt von © auf der Bewegungs- 
kurve durch P; eine ähnliche Bemerkung gilt natürlich für B-Punkte. 

Weder die a- noch die B-Menge kann einen »-dimensionalen 
Raum in C erfüllen. Angenommen, die a-Punkte würden einen 
Raum Æ von C erfüllen. N sei die grôfite Anzahl der Moleküle, 
die C überdecken und die jeder Punkt P im Innern von Æ betritt, 
wenn é von —oo bis +co läuft. Alle genügend nahen Punkte 
werden dieselben Molekile betreten wie P und daher keine anderen. 
Da aber P ein «-Punkt ist, kônnen unter diesen Punkte gefunden 
werden, die vor und nach jedem beliebigen Zeitintervall eintreten 
und daher andere Moleküle als P betreten. Es ist vollständig 
klar, da für Punkte, die genügend nahe an P liegen, die N Ein- 
tritte in ungefähr demselben Zeitintervall erfolgen wie für P. 
Diese Schlüsse kôünnen wir so zusammenfassen : 

Sowohl die Menge der «-Punkte als auch die der B-Punkte in C 
besteht aus gewissen Bewegungskurven und beide Mengen sind nir- 
gends dicht. 

Jetzt betrachten wir die Bewegung aller Punkte von C, wenn 
die Zeit { unbegrenzt wächst. Nach Verlauf eines genügend langen 
Zeïtintervalls werden offenbar alle Teile von C mit Ausnahme der 
unmittelbaren Umgebung von «-Punkten sich ständig aus C heraus 
in die Umgebung von Æ, hinein bewegt haben; denn nur in der 
unmittelbaren Umgebung von «-Punkten gibt es Punkte P mit 
einem langen Bogen PQ auf der Bewegungskurve durch ÆP, so 
daf auch Q noch in C liegt. 

Wenn die Zeit zunimmt (abnimmt), verlassen alle Punkte von C 
auflerhalb einer gegebenen Umgebung der Menge der a- Punkte (B-Punkte) 
C'in einem eindeutig festgelegten Zeitintervall, um dann in der ge- 
gebenen Umgebung von M, zu bleiben. Für Punkte innerhalb einer 
solchen Umgebung der Menge der « (B)-Punkte ist die Zeit, in der 
C verlassen wird, nicht fest begrenet. 


4. Die Folge M, M, M,, ..…. 


Nachdem wir zu der abgeschlossenen Menge von nicht 
wandernden Bewegungskurven M, gelangt sind, zwischen deren 
Punkten die Entfernung so definiert ist wie in M, sind wir in der 
Lage, wandernde und nicht-wandernde Punkte relativ zu M, (an- 
statt zu M) folgendermafen zu definieren: Man nehme einen will- 
kürlichen Punkt P, von I und ein offenes Kontinuum 6 von 
kleinem Durchmesser, das P, und gewisse andere Punkte von M, 
enthält. Sehen wir von dem Falle ab, da P, Gleichgewichtspunkt 
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ist, und wählen wir den Durchmesser von 6 klein genug, so kônnen 
wir sagen, P, ist ein wandernder Punkt relativ zu M, (wiewohl 
natürlich nicht wandernder Punkt relativ zu M), wenn sich 6 bei 
zunehmender Zeit niemals in M, überlappt. Die andern Punkte in 
M,, Gleichgewichtspunkte mit eingeschlossen, sollen nicht-wandernde 
Punkte relativ zu M, heifen. 

Es ist klar, daf die Analogie zwischen und M, eine voll- 
ständige ist. Die nicht-wandernden Punkte M, von M, bilden eine 
abgeschlossene Menge von Bewegungen, denen sich jeder Punkt P 
der Menge W, der wandernden Punkte von M, asymptotisch nähert, 
wenn die Zeit zu- oder abnimmt; und zwar mit der Gleichmäig- 
keitseigenschaft, die wir bei NW gefunden haben. 

Derselbe ProzeB kann jetzt in Hinblick auf J£, als Basis be- 
schrieben und so kônnen W, und M, definiert werden. In dieser Art 
fortfahrend definieren wir M,, M,, M, .... Wir betrachten den Proze 
als beendigt, wenn irgend ein M, mit M, übereinstimmt, wo dann 
natürlich keine W; mehr auftreten und die M.,,, M,.,,... auch mit 
M, zusammenfallen. Im Falle, daB der Prozef nicht auf diese 
Weise abbricht, entsteht eine unendliche Folge von abgeschlossenen 
Mengen M, M,, M,..., von deneu jede in der vorangehenden als 
echte Teilmenge enthalten ist. Diese definieren eine einzige, be- 
grenzende abgeschlossene Grenzmenge M, von Bewegungskurven, 
nämlich von solchen, die allen Mengen der Folgen gemein sind. 
Eine weitere Anwendung dieses Prozesses auf M, liefert M,.,,, 


M,.,,... (so lange, als diese von ihren vorangehenden verschieden 
sind). So entsteht eine geordnete Menge 

MLSMR MEN ,E4 

M, ), / 

M, AE 

M», M; 


in eineindeutiger Beziehung zu den Ordnungszahlen von Cantor 
bis zu derjenigen M,, wo der Prozef abbricht, falls er überhaupt 
abbricht. Diese Elemente M, bilden aber eine geordnete Menge 
von verschiedenen abgeschlossenen Punktmengen, von denen jede 
einen unmittelbaren Nachfolger besitzt und in allen vorhergegangenen 
enthalten ist. Eine solche geordnete Menge muñ abzählbar sein. 

Also gibt es eine wohlgeordnete abbrechende Folge von verschie- 
denen, abgeschlossenen Mengen 


RU. M 5. M: 
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in der das Element M,.,, das auf irgend ein Element M, unmittelbar 
folgt, aus Kurven von nicht wandernden Bewegungen relativ zu M, 
besteht, während M, nur aus Kurven von nicht wandernden Bewegungen 
relativ au sich selbst besteht. Ein Element M, ohne einen unmittel- 
baren Vorläufer ist die Limesmenge seiner Vorläufer. Die wandernden 
Punkte W, von M, streben asymptotisch gegen die nicht-wandernden 
Bewegungen M, Und zwar so, dafi die Gesamtzeit, die irgend ein 
Punkt von M, auferhalb einer gegebenen Umgebung von M,., zubringt, 
und auch die Zahl der Austritte aus dieser Umgebung gleichmäfig be- 
schränkt ist. 


Die letzte Menge M, soll die Menge der Zentralbewegqungen ge- 


nannt werden. Offenbar wird die symbolische Zerfällung von M 
durch die Formel 


M= ZW,+M, 


gegeben. Man kôünnte nun auf weitere Einzelheiten über den Bau 
dieser Mengen Y,,, (analog zu den Untersuchungen im Abschnitt 3 
für M,) eingehn, indem man W,,, in die Menge M, von nicht 
wandernden Punkten relativ zu M,, die keine Grenzpunkte von 
W, sind, und in die abgeschlossene Komplementärmenge teilt. Es 
ist klar, daB M,,, seinerseits mit seinen Grenzpunkten ganz in 
jeder fehlenden Menge enthalten ist, mit Einschlu$ von Y,, da es 
ja aus nicht-wandernden Punkt relativ zu sich selbst besteht. 

Die Ordnungszahl » der Menge der Mengen M, ist enge mit 
der Dimensionszahl » von M verknüpft. Es ist leicht zu zeigen, 
daB für » — 1 diese Ordnungszahl hôchstens 1 beträgt (sie kann 
natürlich auch O0 sein, was der Fall ist, wenn alle Punkte Gleich- 
gewichtspunkte sind); ebenso ist für n — 2 diese Ordnungszahl 
hôchstens 2. Weiter soll bewiesen werden, daf die Ordnungszahl 
n in den Fällen nicht überschreiten kann, wo jede Menge M, aus 
Teilmengen mit einer einzigen bestimmten Dimensionszahl besteht. 
Da zunächst, wie wir gesehen haben, die Bestandteile HM!, M" die 
Dimensionszahl n bezw. eine niedrigere haben (Abschnitt 2), so 
folgt daraus unsere Behauptung, daB entweder M, aus M! und 
seinen Grenzpunkten besteht, oder da$ M, identisch mit M ist. 
Im ersten Falle sind alle Punkte von I, nicht-wandernd und r = 0 
oder 1. Im zweiten Falle M, — M’ und es ist daher M, hôchstens 
von der Dimension # —1, da es aus Grenzpunkten von W besteht, 
das selbst aus offenem #-dimensionalen Kontinuum besteht. Ver- 
fäbrt man in gleicher Weise mit M,, M,... M,, so findet man, daf 
der Prozef entweder nach weniger als # Schritten abbricht, oder 
daf der ProzeB mit einem HW, von der Dimensionszahl O abbricht, 
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das nur Gleichgewichtspunkte enthält. Trotz dieser allgemeinen 
Grestalt der Uberlegung, die sogar in allgemeineren Fällen richtig 
bleibt, scheint es mir sehr wahrscheinlich, daB die Ordnungszahl r 
der Mengen Y, die Zahl » für » = 3 überschreiten kann. 


9. Einige Eigenschaften der Zentralbewegungen. 


Eine erste, fundamentale Eigenschaft der Zentralbewegungen 
von M ist folgende: 

Die Zentralbewegungen besitsen die Eigenschaft der regionalen 
Rückläufigkeit. 

Diese Aussage wiederholt lediglich die Tatsache, daB M, keine 
relativ zu sich selbst wandernden Punkte besitzt. Wir haben dies 
wiederholt, einmal wegen seiner Wichtigkeit und dann, weil wir 
zeigen môchten, dafi dies die Existenz von Bewegungskurven von 
M, zur Folge hat, die ein gegebenes festes Molekül von M, un- 
endlich oft in beiden Richtungen der Zeit betreten. Die Methode 
der Beweisführung geht auf Poincaré zurück (loc. cit.). 

P, sei ein willkürlicher Punkt von M. In seiner unmittel- 
baren Umgebung gibt es dann einen Punkt P und einen Bogen 
PQ der Bewegungskurve durch P, wobei Q auch noch der Um- 
gebung angehôrt, während das Zeitintervall zwischen P und Q 
nicht klein ist. Nun konstruiere man um ? eine noch kleinere 
Umgebung so, daB sie in der gegebenen Umgebung von P, liegt 
und daf die entsprechende Umgebung um Q auch noch drinnen 
liegt. Da P nicht-wandernd war, läBt sich ein Punkt P’ in 
kleineren Molekül um P finden, der in ihm schon früher in einem 
Punkt R' war, während der Punkt in dem Molekül um Q, der 
P' entspricht, Q' genannt werden soll. So haben wir eine Be- 
wegungskurve R'P'Q' gefunden, die in dem gegebenen Molekül 
um P, die Punkte R’, P', Q' enthält. P' und Q' liegen in den Um- 
gebungen von P bezw. Q. Analog kônnen wir fortfahren und 
finden eine Bewegungskurve R”P”Q"$S", wo P”,Q", KR" in den kleinen 
Umgebungen um 2’, Q' und Æ’ liegen, während S” in der gleichen 
Umgebung um PP’ liegt. Auf diesem Wege erhalten wir eine 
unendliche Folge von Bogen mit unbegrenzt wachsenden Zeiïtinter- 
vallen, so daf der Grenzpunkt P von P, P', P”,... offenbar in der 
gegebenen Umgebung von P, liegt und eine Bewegungskurve be- 
sitzt, die die Umgebung in beiden Richtungen der Zeit £ unend- 
lich oft betritt. In der Tat läuft diese Kurve — so ist sie ja 
definiert — unendlich oft in beiden Richtungen der Zeit zur un- 


mittelbaren Umgebung jedes ihrer Punkte von der Art des P 


zurück. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 1. 4 
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Es ist klar, daB alle periodischen Bewegungen von M in MW, 
liegen, da diese ja dem relativ zu irgend einem M, nicht-wandernden 
Typus angehôren. Dasselbe gilt für Zustände des Gleichgewichtes 
und jeder andern Bewegung, die in die unmittelbare Umgebung 
einer ihrer Lagen gelangt, wie die ,recurrenten Bewegungen“, die 
ich an anderer Stelle definiert habe. 

Jede Bewegung von M kommt in jede belicbige Umgebung der 
Menge der Zentralbewegungen M, mindestens in jedem Zeitintervall T 
einmal, wo T nur von der Wah der Umgebung abhängt. 

Wir beginnen den Beweis mit der Bemerkung, daf jede Be- 
wegung von M, gleichmäfig oft in jede beliebige Umgebung von 
M, kommt PAbecihits 8). Da auferdem jede Bewegung von M, in 
jede beliebige Umgebung von M, gleichmäfig oft pee b) 
kommt, so wird auch jeder Bogen PQ mit einem genügend langen 
dazugehôrigen Zeitintervall und mit einem ?, der genügend nahe 
an M, liegt, an M, beliebig nahe herankommen, daher kommt jede 
Bewegung von M gleichmäfig oft in jede beliebige Umgebung 
von M. 

Fahren wir auf dem Weg fort, so kôünnen wir diese Eigen- 
schaft nicht nur für M,, sondern auch für M.,, M,,... nachweïsen. 
Wenn die Folge bis JM, reicht, muB die Eigenschaft für M, gelten, 
als dem Limes von H,, wenn gegen co geht. Denn n kann so 
gro genommen werden, dal M, in einer beliebigen Umgebung von 
M, liegt. Daher gilt die Eigenschaft für M, und ebenso für alle 
folgenden M, einschliefilich M,, was wir zeigen wollten. 

Das obige Resultat ist charakteristisch für die Menge der 
»rekurrenten Bewegungen“, die eine spezielle Klasse der Zentral- 
bewegungen bilden. Über die Art der Annäherung der Bewegungen 
aus M an die Menge der Zentralbewegungen kann man eine viel 
schärfere Aussage machen, indem man die bekannten Tatsachen 
betreffs der Annäherung der Bewegungen von M, an M,,, für alle 
Werte von p kombiniert. Die so erhaltene Aussage würde kom- 
pliziert zu formulieren sein und von der Ordnungszahl der Menge 
M, abhängen. Wir geben uns damit zufrieden, ein etwas schwächeres 
Resultat nachzuweiïsen, das jedoch genügt, um die Bedeutung der 
Zentralbewegungen in Evidenz zu setzen. 

Wenn die Zeitintervalle, für die ein sich bevregender Punkt, 
(der einen Bogen PQ einer Bewegungskurve beschreibt), in einem 
gegebenen Gebiet verweilt, die Samme 7 haben, während die Ge- 
samtzeit v ist, so werden wir sagen, die Wahrscheinlichkeïit, daf 
der Punkt des Bogens in dieser Umgebung liegt, ist gegeben durch 
das Verhältnis z’/r. 
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Die Wahrscheinlichkeit, daff ein Punkt des Bogens PQ einer Be- 
wegungskurve in M innerhalb einer willkürlichen Umgebung der Menge 
DM, von Zentralbewegungen liegt, konvergiert gleichmäfig gegen 1, wenn 
das zugehôrige Zeitintervall unbegrenet wächst. 

Wir werden diese Tatsache beweisen, indem wir die ent- 
sprechenden Behauptungen aufstellen, die dadurch entstehen, daf 
man sukzessive M, durch M,, M, ... ersetzt. 

Offenbar gilt die Behauptung für M, da ja das gesamte Zeit- 
intervall, in dem irgend eine Bewegungskurve von M auferhalb 
einer gegebenen Umgebung von M, liegt, gleichmäBig begrenzt ist. 

Gehen wir nun zu der entsprechenden Behauptung für M, 
über. Hier werden wir das eben für M, dargelegte Resultat zu- 
sammen mit der Tatsache verwenden, da das gesamte Zeitinter- 
vall, in dem eine Bewegungskurve von #», auferhalb einer gegebenen 
Umgebung von M, liegt, gleichmäfig begrenzt ist. 

Nun wird jeder Punkt von M, der einem Punkt von M, nahe 
genug liegt, diesem Punkt von M, beliebig lange gleichmäBig nabe 
bleiben. . Daraus schliefen wir, da eine Umgebung von M, so 
klein gewählt werden kann, dafi jeder Punkt in ihrem Innern An- 
fangspunkt eines Bogens PQ einer Bewegungskurve ist, der einem 
vorgeschriebenen grofen Zeitintervall T entspricht. Dieser Bogen 
PQ liegt im Innern der gegebenen Umgebung von ,, ausgenommen 
für ein Zeitinterval x, das im voraus unabhängig von T fest- 
gelegt ist. 

Die Wahrscheinlichkeit aber, daf ein Punkt eines Bogens ZS$, 
der einem genügend langen Zeitintervall 7” entspricht, im Innern 
der oben gewählten Umgebung von M, liegt, übersteigt 1—e (8 0, 
willkürlich). Jeder Punkt von RS im Innern dieser Umgebung 
ist Anfangspunkt eines Bogens PQ, der dem Zeitintervall T ent- 
spricht und der ganz im Innern der gegebenen Umgebung von M, 
liegt, mit Ausnahme hôchstens während eines Intervalles 7, das im 
voraus festgelegt ist. 

Diese Sachlage macht es von selbst klar, daf die aufgestellte 
Behauptung für M, richtig ist. 

Nun bedienen wir uns genau derselben Methode, um dies für 
M,, M,,... zu-zeigen. 

Wenn es für M,, M,... gilt, so gilt es auch für M, In der 
Tat kann man ein Y, so finden, daB es in jeder vorgeschriebenen 
Umgebung von M, liegt, und da die Wahrscheïnlichkeït, daf ein 
Punkt eines langen Bogens PQ in der Umgebung von W, liegt, 
einen Wert nahe der Einheit besitzt, so hat W, dieselbe Eigen- 
schañft. 
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Dieser ProzeB kann unbegrenzt fortgesetzt werden und zeigt 
schlieflich, daB M, die gewünschte Eigenschaft besitzt. 


6. Bemerkung über Atom-Dynamik. 


Die Resultate führen zu einer interessanten Bemerkung, die 
die Atom-Dynamik betrifft. Angenommen, ein Atomsystem würde 
als dynamisches System in dem Sinn aufgefafñt, daB die augen- 
blickliche Lage durch » Koordinaten x, ...x, festgelegt ist. Wäre 
das dynamische System vom gewühnlichen klassischen Typus, dann 
würden die Zentralbewegungen alle môglichen Bewegungen aus- 
machen und wären alle gleichbedeutend. Daher würde man bei 
Stôrung und Strahlung der elektromagnetischen Energie ein kon- 
tinuierliches Spektrum erwarten. Wenn andererseits die Zentral- 
bewegungen nur aus periodischen Bewegungen und Gleichgewichts- 
zuständen bestehen, dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine 
willkürliche Bewegung sich in der Umgebung einer dieser Zentral- 
bewegungen befindet, gleich eins. Bei leichteren St‘rungen würden 
wir Strahlungen mit den Perioden dieser zentralen periodischen 
Bewegungen erwarten. Bei schwereren Stôrungen würde die Be- 
wegung von einer festen Periode zu einer anderen variieren. Diese 
Resultate scheinen in einer allgemeinen Weise mit den Tatsachen 
der Strahlung in Einklang zu stehen. Folglich scheint die einzige 
Môglichkeit einer dynamischen Auffassung eines Atomsystems in 
der Verwendung eines nicht-klassischen Typus von Gleichungen 
zu liegen, für den die Zentralbewegungen aus periodischen Be- 
wegungen und aus Gleichgewichtslagen bestehen. 


Bemerkungen über die anormale Schallausbreitung in 
der Luft. 


Zweite Mitteilung 
(gehôrig zu den ,Forschungsarbeiten über Sprengungen, unterstützt 
durch die Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft‘“.) 


Von 
E. Wiechert. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 29. Oktober 1926. 


Schon vor etwa einem Jahr brachte ich Mitteilungen über die 
anormale Schallausbreitung in der Luft (Vortrag: 20. XI. 1925, 
Druck: diese ,Nachrichten“ 1925, S. 4969). Inzwischen sind dank 
der Wirksamkeit der ,Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft* 
neue Beobachtungen gewonnen worden. Dies gibt mir Anlaf auf 
die Frage zurückzukommen. 

Es handelt sich hier um jenen Schall, der — erregt bei Ex- 
plosionen am Erdboden — jenseits der ,Zone des Schweigens“ mit 
so grofer Laufzeit zur Erde zurückkehrt, daf auf einen Weg durch 
groBe Hühen der Atmosphäre, etwa 30 km und darüber, geschlossen 
werden muf. Der grôfiere Teil des Weges des ,anormalen Schalles“ 
liegt hiernach in der Stratosphäre. 

Weshalb kehrt der anormale Schall aus der Stratosphäre wicder 
zur Erde zurück? Am nächsten liegt es, die Ursache in Wind- 
stromungen zu suchen. Diese Ansicht wird heute besonders von 
J. Kôülzer vertreten. Ich selbst bin ihr mehr als einmal in meinen 
Gedanken nahe gewesen, jedoch gibt es so viel entgegenstchende 
Beobachtungen, da es mir nicht gut môglich scheint, sie aufrecht 
zu erhalten. Der Wind in jenen Hôühen der Stratosphäre müfte 
doch einseitig wirken, aber es ist mehrfach beobachtet worden, dal 
Schall jenseits der Zone des Schweigens in entgcgengesetzten 
Seiten von der Schallquelle herabkam; üfters war sogar die Zone 
des Schweigens allscitig von einem Ring der Hürbarkeit umgeben. 
So môchte ich denn heute wie vor cinem Jahr annehmen, da im 
Gebiet Europas der Wind zwar mitwirkt, hier aber in der Regel 
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nicht die wesentliche Ursache für die Rückkehr des Schalles aus 
der Stratosphäre ist). Es wird hiermit wohl jene Ansicht ausge- 
sprochen, welche die meisten Anhänger hat. Folgt man ïhr, so muñ 
aus dem Auftreten des anormalen Schalles geschlossen werden, daf 
die Geschwindigkeit des Schalles in der Stratosphäre nach oben 
hin anwächst und immer, oder doch ôfters über die Schallgeschwin- 
digkeit am Erdboden hinausgeht. Für das Anwachsen der Ge- 
schwindigkeit nach oben hin sind bisher folgende Gründe als müg- 
lich hingestellt worden: Zumischung leichterer Gasbestandteile in 
der Luft, Ansteigen der Temperatur, Auftreten von ,Überschall- 
geschwindigkeit*, weil die Druckschwankungen infolge von Explo- 
sionen sehr gro8 sind (A. Wegener), Versagen der gewôhnlich 
angenommenen Gasgesetze bei grofen Verdünnungen (G. Angen- 
heister). In meinen Ausführungen vor einem Jahr konnte ich 
zeigen, da8 der Wegener’sche Gedanke der ,Überschallgeschwin- 
digkeit“, so bestechend er zunächst ist, doch bei den besonderen 
Verhältnissen der Ausbreitung des anormalen Schalles die Erklä- 
rung nicht bringt. Für die drei anderen Erklärungsversuche stellt 
sich uns, wenn wir vom Wind absehen, das Sachbild so dar, daf 
zu jeder Hôhe durch die Beschaftenheit der Luft eine bestimmte 
Schallgeschwindigkeit zugeordnet wird. Zur Aufgabe der Schall- 
forschung wird es dann, aus den Beobachtungen zu schliefen, wel- 
ches die Abhängigkeit der Schallgeschwindigkeit mit der Hôhe ist. 
Dabei mu die Müglichkeit ins Auge gefafit werden, daf die Schich- 
tung der Stratosphäre und damit die der Schallgeschwindigkeit mit 
den Jahreszeiten und Tageszeiten und mit den meteorologischen 
Umständen variiert. Bedenkt man überdies die Mitwirkung des 
Windes und die starken Variationen der metcorologischen Verhält- 
nisse der tieferen Atmosphäre, dann ist cinleuchtend, daf die Ar- 
beit der Forschung keineswegs leicht sein wird. So mag denn der 
folgende Beitrag für den Ausblick auf die Lüsung der Beachtung 
immerhin wert sein. 

Vor einem Jahr versuchte ich es, die Schichtung der Schallge- 
schwindigkeit vom Boden bis hinauf zu den hier in Betracht kom- 
menden Hôhen der Atmosphäre so anzusetzen, daB dem Mittel der 
damals vorliegenden Bcobachtungen entsprochen wird.  Besonders 
günstig zeigten sich folgende Annahmen. Bis zu 80 km Hühe gelten 
die gewühnlichen Vorstellungen über Troposphäre und Stratosphüäre. 
Für die Temperatur am Boden ist 9C — 2820 abs. für die Tem- 


1) Vel E. Wiechert, Über die Schallausbreitung in der Atmosphäre: 
Metcorologische Zeitschrift 1925, S. 81-91. | 
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peratur in 11km Hôhe 90— (60 >x< 11) — —570C — 2160 abs. zu 
setzen, dazwischen besteht ein gleichmäfiges Temperaturgefälle und 
von Î1km ab bis 30km ist die Temperatur konstant. Bei diesen 
Festsetzungen ergibt sich für den Boden eine Schallgeschwindigkeit 
von 337 m/sec, für 11km Hôhe und darüber eine Schallgeschwindig- 
keit von. 295 m/sec. In 30 km findet sich eine ,Sprungschicht“ der 
Geschwindigkeit, das heifit, eine Schicht, in der die Geschwindig- 
keit verhältnismäfig schnell sich ändert; diese Sprungschicht er- 
hôüht die Geschwindigkeit von 295 m/sec unten, auf 332 m/sec oben. 
Darüber bis 38 km Hühe ist die Geschwindigkeit wieder konstant, 
hier tritt eine zweite Sprungschicht auf, welche die Schallgeschwin- 
digkeit bis über die Schallgeschwindigkeit am Boden (337 m/sec) 
erhôht. Die Grôfe der Erhôhung der Schallgeschwindigkeit in 
der oberen Sprungschicht bestimmt dann die innere Grenze der 
Zone des anormalen Schalles und also die innere Grenze der Zone 
des Schweigens. 

Lassen wir die Erhôhung der Schallgeschwindigkeit an der 
oberen Sprungschicht und damit die Grenze der Zone des Schwei- 
gens zunächst unbestimmt, so ergibt die Rechnung folgenden Zu- 
sammenhang zwischen dem Neigungswinkel e gegen die Horizontale, 
mit welcher der Schall vom Herd ausgeht und an der Beobach- 
tungsstelle wieder herabkommt, der Entfernung L des Wiederherab- 
kommens und der Laufzeit T': 


e = 0°, 6, 10, LE 00 
L— 247km, 215, 189, 160, 137. 
T = 82%6sec, 730, 654, B72 506. 


Die äuBerste Entfernung, in welcher der anormale Schall direkt, 
das heïfit, ohne Reflexion am Boden hinkäme, wäre nach der Rech- 
nung 247 km. Diese Entfernung entspräche e — 0, also streiten- 
dem Abgang mit streitender Ankunft. Es wäre aber zu bedenken, 
daB die Schallbeugung den Bereich des anormalen Schalles über 
247 km hinaus vergrôfiern würde. 

Am 6.Juni 1926 wurden gemäB den Beschliüssen der Spreng- 
kommission der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft vier 
Sprengungen bei Jüterbog südlich von Berlin durchgeführt: um 
Bb, Bh7m, 7h 77m mitteleuropäischer Zeit. Bei den Bcobachtungen 
war auch Gôttingen mit Mitteln beteiligt, welche die Notgemein- 
schaft gewährte. Ich wählte nach Besprechung mit meinen jungen 
Mitarbeitern vier Stationen, die nahezu in ciner durch den Sprengort 
gehenden Geraden lagen: Im Westen gab es so drei Stationen: 
Hofgeismar, L = 255 km, Gôüttingen, L — 215 km, is a 


* 
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L — 201km; im Osten bestand eine Station: Neuteich bei Kreuz 
L — 215km. Jede Station hatte als Empfangsapparat ein ,Luft- 
seismometer“. Beteiligt an den Beobachtungen waren in Hofgeis- 
mar: Assistent Kantzenbach, Mechaniker Lenke, in Gôttingen 
auBer, mir Doktorand Brockamp, Assistent Schminke, die 
Studenten May, Schmidt-Ott und Scultetus; in Andreasberg: 
Doktorand Schnell und Mechaniker Berbig; in Neuteich: Dok- 
torand Mothes unter freundlicher Mithilfe von Herrn Lehrer 
Bütger aus Neuteich. In den Aufenstationen registrierten die 
Luftseismometer photographisch; Gôttingen hatte einen ,Ruf- 
Schreiber“, das heifit, das Luftseismometer registrierte hier mittels 
einer ,Schriftfeder“ auf berufitem Papier. Die meteorologischen 
Verhältnisse waren in Andreasberg besonders günstig, hier gelang 
die Registrierung aller vier Sprengungen. In Gôttingen wurden 
zwar auch alle vier Sprengungen aufgezeichnet, aber die erste 
bei Regen sehr gestôrt. In Hofgeismar, bei Wechsel zwischen 
Regenschauern und Sonnenschein, gelangen drei Aufnahmen (5' 7", 
70, 717), In Neuteich, der einzigen ôstlichen Station waren 
die meteorologischen Verhältnisse leider ganz besonders ungünstig. 
Wolken, Regen und Wind liefien um Mittag die Beobachtungen 
sehr gefährdet erscheinen; dann wurde das Wetter zwar etwas 
besser, aber es gelang doch nur eine Beobachtung, die der Spren- 
gung um 7" 0m. 

In Figur 1 sind die sämtlichen vier Registrierungen in An- 
dreasberg wiedergegeben und zwar in ‘2 der Originalgrôfe. Man 
erkennt, was wir bei den Beobachtungen des durch Sprengungen 
erregten Schalles immer wieder bemerken, daf schon zeitlich sehr 
nahe beieinander liegende Sprengungen wesentlich verschiedene 
Bilder geben. Wahrscheinlich äufert sich hier die Wirkung der 
schnell wechselnden meteorologischen Zustände der unteren Schichten 
der Atmosphäre, — ihrer Bewülkung, ihrer Winde. 

Auf den westlichen Stationen wurde der Schall auch gehôrt ; 
auf der ôstlichen Station nicht. 

Auf allen Stationen gelang die Beobachtung der Sprengung 
von 70". Figur 2 zeigt die Bilder. Die Registrierung der pho- 
tographischen Instrumente ist hier wieder auf 1/2 der OriginalgrüBe 
gebracht; die Registrierung des Rufschreibers (Gôttingen) dagegen 
ist in voller Grüfe wiedergegeben. — Es zeigen sich überall meh- 
rere Einsätze. Besonders zu beachten sind bei den westlichen 
Stationen die ersten grofen Lufterschütterungen, die gleichzeitig 
gehürt wurden. Ihnen entsprechen folgende Zahlen: 


; * 
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L = 2%56km, —= 215, — 171. 
T = 849 sec, —= 728, — 604. 


Bei der üstlichen Station Neuteich, L — 215 km, findet sich der 
erste grofie Einsatz bei T — 739. Stellen wir ihn in Parallele 
mit den: vorhin angegebenen Einsätzen der westlichen Stationen, 
so hätten wir zu L — 215 westlich T = 728 und ôstlich T — 739. 
Der Unterschied ist 11 sec, also sehr klein. So scheint es 


1. da der Wind wenig mitwirkte, 

2. daB wir ein neues Beispiel für das Herabkommen des anor- 
malen Schalles nach zwei entgegengesetzten Richtungen haben, 
und so einen neuen Beweis dafür, da8 der Wind in der Strato- 
sphäre nicht die wesentliche Ursache für das Herabkommen des 
anormalen Schalles ist. Wollte man dies in Zweifel ziehen, so 
müfte vermutet werden, daf eine andere technische grofe Spren- 
gung, eine Steinbruchssprengung oder dergleichen, gerade zur ent- 
scheidenden Zeit (7! abends) stürend stattæefunden habe, oder daf 
eine Windstürung ungewôhnlicher Art zur entscheidenden Zeit auf- 
getreten sei und das charakteristische Bild der Schallwellen einer 
Sprengung vorgetäuscht habe. Freilich, in Neuteich wurde der 
Schall nicht gehôürt und so dürfen wohl, da es sich nur um eine 
einzige Beobachtung handelte, die Bedenken immer noch nicht 
vôllig schweigen. 

Vergleichen wir nun die gewonnenen Zahlen für die westlichen 
Stationen mit der vorhin angegebenen berechneten Tabelle. 

Die Tabelle bezog sich auf 9°C = 282° abs. am Boden. Nun 
war die Temperatur am Sprengtage etwa 14°C — 287° abs, die 
Schallgeschwindigkeit am Boden also grüfier als bei der Berechnung 
angenommen wurde. Um das auszugleichen, soll angenommen wer- 
den, alle Geschwindigkeiten seien am Sprengtage im entsprechenden 
Verhältnis grôfier gewesen. Das bedeutet eine Multierung der 
/ahlen der Tabelle mit dem Faktor V(282/287). Weiter finden wir 
nach der Tabelle als äufBere Grenze für die anormalen Wellen 
247 km, während die Beobachtung noch in 255 km den Schall zcigt. 
Man dürfte die Ursache wohl einfach in der Mitwirkung der Schall- 
beugung schen, wir kônnen aber auch die Grundlagen der Rech- 
nung selbst leicht den Beobachtungen anpassen, indem wir nns alle 
Hôühen im Verhältnis 247:255 vergrüBert denken, also die kriti- 
schen Hühen 11 km, 30 km, 88 km durch 11,3 km, 31 km und 39km 
ersetzen. Dann werden alle Schallwege und alle Laufzeiten im 
Verhältnis 247 : 255 vergrüBert. Diese Anderung und die frühere 
zusammen, beide nur geringtügig, verwandeln die Tabelle in 
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ce — 0 66 = 10008150, 0200 
L— 266km, 222, 195, 165, 141. 
T = 845 sec, 747, 670, 686, 618. 


In Figur 8 ist die so gegebene Beziehung zwischen Entfernung L 
und Laufzeit T graphisch dargestellt, und es sind die 8 Beobach- 
tungspunkte, welche unseren wesentlichen Stationen entsprechen 


Sprengung in düterbog 26 juni 1926. 
Beobachtung in St. Andreasberg (4) 
» Gôttingen (B) 
» Hofgeismar  (C) 


durch Kreise eingetragen. Man erkennt, daf die Übereinstimmung 
zwischen Rechnung und Beobachtung überraschend gut ist. Für 
die Differenzen Ty — Tr zwischen den beobachteten Werten Tz und 
dem berechneten Wert Tx der Laufzeit T ergibt sich folgende 
Aufstellung : 
L = 255 km, 215, 171. 
TE = 845 sec, 727, 602. 
Ty— Tr = +4 sec, + 1, + 2. 
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Auch wenn man statt der ersten gehôrten die ersten registrierten 
Eïinsätze wählt, wird die Übereinstimmung nicht viel schlechter. 
Die Unterschiede zwischen 7; und 7» kônnten leicht durch Beob- 
achtungsfehler und Windunregelmäfigkeiten erklärt werden. Aber 
angesichts des offenkundigen Schematismus der Rechnung wird 
man selbstiverständlich nicht annehmen dürfen, die Rechnung ent- 
spräche getreu der Wirklichkeit. Wohl aber darf geschlossen 
werden, daf die Annahmen über die Schichtung der Schallgeschwin- 
digkeit, welche der Rechnung zu Grunde liegen, der Wirklichkeit 
eimigermafen nahe kommen. So ist denn zu folgern, daB am Beob- 
achtungstag in ungefähr 30 km Hôhe ein ziemlich schneller Anstieg 
der Schallgeschwindigkeit erfolgte, und daB darüber die Geschwin- 
digkeit nur langsam, wahrscheinlich mit einer Beschleunigung weiter- 
stieg, bis in ca. 40 km die Schallgeschwindigkeit am Boden über- 
schritten wurde. Sollte wider alles Erwarten doch der Wind die 
Ursache für die Rückkehr des anormalen Schalles zur Erde sein, 
wäre also die Registrierung im Osten durch Zufälligkeiten vorge- 
täuscht, so wäre scheinbare Erhôhung der Schallgeschwindigkeit 
auf Rechnung von Osten kommender Winde zu setzen. 

Was im vorigen Jahre als wichtigstes Ergebnis durch Zu- 
sammenfassung der damals vorliesenden zerstreuten Beobachtungen 
gefunden wurde: Die Andeutung einer schnellen Ânde- 
rungin der Beschaffenheit derStratosphäre in ca. 30 km 
Hôhe und einer dann noch weitergehenden zunächst 
langsamen Ânderung im gleichen Sinne, wird auch durch 
die neue Beobachtung wiedergewonnen. — Wieder wie damals 
scheint der Hinweis wichtig, daf durch Vergleich der Beobach- 
tungen des Windes unter und über ca. 30 km — die ersteren ge- 
wonnen durch die Hilfsmittel der gewühnlichen Meteorologie, die 
letzteren gewonnen durch Verwertung der Trift der Meteoriten- 
schweife —, eine*wesentliche Ânderung im Verhalten der Luftbewe- 
gung eben in der Hôhe von ca.:30 km angezeigt wird. Der An- 
nahme mich zuneigend, dafi die im Ganzen vorliegenden Beobach- 
tungen über den anormalen Schall den Wind als wesentliche Ur- 
sache ziemlich sicher ausschlieBen, müchte ich heute wie vor einem 
Jahr als besonders wahrscheinlich, jedoch keineswegs als gesichert 
hinstellen, da8 die Erhôhung der Schallgeschwindigkeit nach oben 
hin durch ein Anwachsen der Temperatur bewirkt werde. Dann 
müfte in ca. 30 km Hühe eine schnelle Ânderung der Temperatur 
angenommen werden. Da auch die Windbewegung sich ändert, 
wäre die Überlagerung einer anderen Luftschicht wahrscheinlich. 

Zur Erklärung der Môglichkeit einer hüheren Temperatur in 


102 E. Wiechert, 


den Hühen der Stratosphäre habe ich mehrfach, zum Beispiel auf 
der Naturforscherversammlung in Düsseldorf im September dieses 
Jahres, darauf hingewiesen, da vielleicht adiabatische Erwärmung 
absteigender Luftstrôme vorliegen kônne. Da es sich um eine Tem- 
peraturerhôhung von über 66°C handelt und Abkühlung durch 
Strahlung anzunehmen wäre, müfite ein Herabsinken von erheblich 
über 6/10 — 6,6 km angenommen werden. Die Voraussetzung leb- 
hafter Luftstromungen entspricht der inneren Beweglichkeit der 
Stratosphäre. — Herrn Dr. R. Mügge verdanke ich neuerdings 
den Hinweis auf eine andere Môglichkeit, die vermuteten hohen 
Temperaturen zu erklären, welche den Umständen recht gut ange- 
pañt zu sein scheint. Sie wird durch die Wärmestrahlung 
geboten. Sehen wir für den Augenblick von jenen Temperaturän- 
derungen ab, die bei Luftstrômungen die Druckänderungen begleiten, 
so wird die Temperatur der Luftschichten durch die Wärmestrah- 
lung bestimmt, wobei Sonnenstrahlung, Strahlung vom Erdboden, 
Ausstrahlung in den Weltenraum, und Strahlung der Luftschichten 
untereinander mitwirken. Nun kommen in den tieferen Schichten 
der Stratosphäre gewisse Stoffe sehr wesentlich in Betracht, die 
nur in verhältnismäfig geringen Beimischungen vorhanden sind 
und deren Hauptrepräsentant das Wasser ist, nämlich die Stoffe, 
welche besonders langwellige Wärmestrahlen aussenden und ab- 
sorbieren. In den hôheren Schichten der Stratosphäre treten diese 
Stoffe und tritt damit die Mitwirkung der langwelligen Wärme- 
strahlen zurück. ÆEs ist zu erwarten, dafi deshalb dort die Wir- 
kung der direkten Sonnenstrahlung, bei welcher die kurzen Wellen 
überwiegen, stärker zur Geltung kommt und so eine Temperatur- 
erhôhung bewirkt. Ein Austausch der Luftmassen verschiedener 
Breiten ist dabei vorauszusetzen; Hôhenänderungen künnen mit- 
wirken. 

Angesichts der vielfachen Bemühungen, die Ursache des Auf- 
tretens des anormalen Schalles zu ergriünden, sei unser SchluBge- 
danke, dafi die Erforschung des anormalen Schalles wissenschaftlich 
von hoher Bedeutung zu sein scheint, da sie wichtige Aufschliüsse 
über die Beschaffenheit der Stratosphäre in Aussicht stellt. 


Anmerkung bei der Korrcktur, 8. Dezember 1926. In 
mener Mitteilung vom 20. November 1925 erwähnte ich, daf F. 
À. Lindemann und G.M.B. Dobson aus Bcobachtungen von 
aufleuchtenden  Metcoriten auf hohe Temperaturen in der Atmo- 
sphäre über 55 60 kin Hühe geschlossen haben. K. JW. Wipple 
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hat schon 1923 diese hohen Temperaturen mit der Ausbreitung des 
anormalen Schalles in Verbindung gebracht. Aus den Augustheften 
der englischen Zeitschrift Nature ersehe ich nun, daf F. A. Linde- 
mann die Erhôhung der Temperatur ebenfalls durch Besonderheiten 
in der Wärmestrahlung zu erklären versucht, wie es oben geschah. 
Er nimnit insbesondere eine Mitwirkung des Ozons an, der Ab- 
sorptionsgebiete im Ultraviolett und Ultrarot hat. F.J. W. Wipple, 
der auf meine oben zitierte Arbeit im Märzheft der Meteorologi- 
schen Zeitschrift Bezug nimmt, gibt Darlegungen, nach welchen er 
schlieft, da das Beobachtungsmaterial von Lindemann und Dobson 
wohl auch mit der tieferen Lage der hohen Temperaturen verträig- 
lich sei, die nach den Schallbeobachtungen anzunehmen ist. 


Über nichthomogene lineare Differenzengleichungen. 
Von 
Alwin Walther in Gôttingen. 


Vorgelegt durch C. Runge in der Sitzung vom 29. Oktober 1926. 


Vor eïinigen Jahren hat Perron zwei bemerkenswerte Sätze 
über das asymptotische Verhalten von Integralen nichthomogener 
linearer Differentialgleichungen bei unbegrenztem Anwachsen der — 
als reell vorausgesetzten — unabhängigen Veränderlichen x aufge- 
stellt?). Perron nimmt an, daB die Koeffizienten auf der linken 
Seite der Differentialgleichung konstant sind oder daf sie für 
x co nach Grenzwerten konvergieren; ebenso soll sich die rechts- 
stehende Funktion (das Stôrungsglied) bei zunehmendem Argument 
einem Grenzwerte nähern. Unter diesen Voraussetzungen streben 
für æ + oo in gewissen Fällen alle Integrale der Differential- 
gleichung einem genau angebbaren Grenzwerte zu; in anderen 
Fällen ist es für ein Integral so, in noch anderen Fällen für 
kein einziges Integral. 

In der vorliegenden Arbeit werden analoge Betrachtungen für 
Differenzengleichungen durchgeführt. Dabei schreiben wir, um den 
Grenzfall des Überganges der Differenzengleichung in die Differential- 
gleichung übersehen und die Verbindung mit den Ergebnissen Per- 
rons herstellen zu kônnen, die Differenzengleichung nicht, wie dies 
meistens geschieht, als Beziehung zwischen Funktionswerten für 
aufeinanderfolgende äquidistante Argumente, sondern als Relation 
zwischen Differenzen; ferner legen wir für die Differenzen die 
Definition von Nôrlund?) zugrunde. Nach dieser heïift (erste) 
Differenz einer Funktion f(x) mit der Spanne © der gewôhnlich 
als Differenzenquotient bezeichnete Ausdruck 


Ar) = À) = FH TE), 
die n-te Differenz (n — 1, 2,...) wird nach der Vorschrift 
Âf@ = A(Ar() 
1) O. PERRON, Über nichthomogene lineare Differentialgleichungen, Math. 


Ztschr. 6 (1920), S. 161—166; Über einen Grenzwertsatz, Math. Ztschr. 17 (1923), 
S. 149—152. 


2) N.E. NôrLunn, Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, S. 3. 
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gebildet, wobei für n — 1 die Klammer f(x) bedeuten soll. Der 
Vorteil der Nôrlundschen Erklärung besteht darin, da für œ->0 
aus den Differenzen unter geeigneten Voraussetzungen über die 
Funktion f(x) die Ableitungen hervorgehen, aus Differenzenglei- 
chungen also die entsprechenden Differentialgleichungen. 


1. Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


Vorgelegt sei eine nichthomogene lineare Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten c,, positiver Spanne © und Stôrungs- 
glied (x) für eine Funktion w(x): 


@ Da Au) = p@) (+0 6 =1; 0>0) 


Dabei sollen die c, nicht nur von der als reell angenommenen un- 
abhängigen Veränderlichen x, sondern auch von der später variabel 
zu denkenden Spanne & unabhängig sein. Die Voraussetzung 
©, —= 1 bedeutet keine Beschränkung der Allgemeinheit. Wegen 


€, + 0 sind die Wurzeln 4à,, a,,..., a, der ,charakteristischen Glei- 
chung“ 
(2) HD tr = a Pois dt. +0 = 0 

v—=0 


sämtlich von Null verschieden!)} Das Stôrungsglied (x) môge 
endlich sein, von & nicht abhängen und bei wachsendem x nach 
einem endlichen Grenzwerte b streben: 


(3) lim q(x) = b. 
3 Zz —> D 
Um aus dem vorgegebenen asymptotischen Verhalten von (x) 
auf das asymptotische Verhalten von «w(x) schlieBen zu kônnen, 
spalten wir unter Einführung von Funktionen u,(x) = (x), 
u,(X), ..., Uys,(x) — p(x) die Differenzengleichung (1) in folgendes 
Gleichungssystem auf: 


AU, 4 4 =, 
wow 

Au, —a4 U = 4% 
us w 

A Un Uno = Un 
œ 

AN u, —a, u, = U,4 
«wo 


1) Im Falle ë — 0 kôünnen mancherlei merkwürdige Abweichungen von den 
in der vorliegenden Arbeit zur Sprache kommenden Tatsachen auftreten, wofir 
Herr Hans Späth demnächst einige Bcispiele geben wird. 
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und ermitteln!) aus dem bekannten Verhalten von w,,, — (x) bei 
zoo das Verhalten von #,, aus dem so gefundenen Verhalten 
von %, das Verhalten von #,,,..., schliefilich aus dem Verhalten 
von %, das Verhalten von w, = u(x). Die letzte Gleichung von 
(4) läBt sich in die Gestalt 


z 


_ —+?—1 < 
GB) Alt+ao) a} = (+aa) 7 'p() 


umschreiben?). Bedeutet x(x|«) eine Funktion, welche der Gleichung 
Arr lo)n==00 


genügt, also eine periodische Funktion von æ mit der Periode w, 
so lautet die allgemeine Lüsung von (5) folgendermañen: 


z Co EAP 
Gu=t+a ho Ë (+ ? ‘pte+ko)+a(alo)| 


mano. SL Quep (ae o 
me 140,0 :%0 (1+a,) + (1+ a, ©) a (x |), 
wofern die unendliche Reihe konvergiert*). Dies ist wegen 
lim p(x+ko) — b gewiB für [1+a,w| = 1 der Fall Wir wollen 
k —> on 


1) Wir künnten statt dessen auch ein anderes, unter Zusatzvoraussetzungen 
im zweiten Abschnitt zur Verwendung kommendes Verfahren benutzen, welches 
sich auf die Lagrangesche Methode gründet. Die Nachprüfung des Gleichungs- 
systems (4) geschieht am einfachsten symbolisch : 

Unri = (A DE An) Un — (A à An) (A a An=1) DST EC 


o 


y 
pG) = À Que). 
V= 1 
z 4 
2) (1+a,a)'" ist eine Lüsung der entsprechenden homogenen Gleichung ; 
FA 


die Funktionen (1 + a,œ@)'"” (v = 1,2,...,n) sind Lüsungen der homogenen Difte- 
renzengleichung, welche aus (1) durch lortlassen des Stôrungsgliedes entsteht. 
Vgl. A. WALTHER, Zum Grenzübergange von Differenzengleichungen in Differential- 
gleichungen, Math. Ann. 95 (1926), S. 257—266. 

3) Die in der geschweiften Klammer an erster Stellc stehende spezielle 
Lôsung der Gleichung (5) ergibt sich in bekannter Weise, wenn man die Gleichung 
@) für x, & + o, x + 2w,... aufschreibt und aufaddiert. Sie ist die Nôrlundsche 


| : —# Tri — 5 — 
Summe Sa +uno) ‘ p(2) Az der Funktion (1+a,w) ‘  p(x). Exi- 
U) 
#1 
stenz und Kigenschaften dieser Summe sind unter unserer Voraussetzung über 
px) für 1 +u,w > 1 aus der angeführten Darstellung durch eine konvergente 
teihe ohne Mühe abzulesen. 
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zunächst voraussetzen, daf diese Bedingung erfüllt ist; sie fordert 
geometrisch, daB in der komplexen Ebene die GrôBe a,o auferhalh 
des Kreïises vom Radius 1 um den Punkt —1 liegen soll. Dies 
trifft für ein a, mit positivem Realteil R(a,) — 0 oder für ein a, 
mit À(a,) = 0 und nichtverschwindendem Imaginärteil S(a,) 4 0 
bei @ +-0 immer, für ein a, mit negativem Realteil R(a,) < 0 
hingegen nur bei nicht zu kleinem & zu. 

Bei unbegrenzt wachsendem x verhält sich die unendliche Reïhe 
wegen |p(t+hko)—b|<e für x Z x,(e) wie die entsprechende geo- 
metrische Reïhe 

- b b 1 +a, w 
2. (1+a,o) Ne 1 sé a,® 
l1+a,o 


Als asymptotisches Verhalten des ersten Gliedes rechts in (6) folgt 
hieraus 


(7) Tim e 


ZT —> © 


re) œ es e . 103 
1+a,03%0(1+a,®) | a 


ñn 
LA 


Nach (6) und (7) strebt u,(x) für æ—>00, weil (1+a,w)* unter 
unserer Voraussetzung [1 +a,o| => 1 dem Betrage nach mit x un- 
endlich anwächst, dann und nur dann einem Grenzwerte zu, und 
zwar dem Werte 


wenn sich die periodische Funktion x(x|w) auf Null reduziert. 
Die entsprechende spezielle (durch Nôrlundsche Summation zu ge- 
winnende) Lüsung heiBt 

c DO pix+ko) 
PRET on 
mit Hilfe der Eulerschen Transformation kann sie übrigens, wenig:- 
stens für |a,o| = 2, auch in der Gestalt 


(x) = 


Go D ir 


geschricben werden. 

| In gleicher Weise, wie wir soeben von der letzten Gleichang 
des Systems (4) in Verbindung mit (3) zu (8) gelangt sind, gewinnen 
wir, wenn auch [1+a,,0|>1 ist, aus der vorletzten Gleichung 
von (4) und aus (8) für genau eine Lüsung #,.,(&) die Bezichunge 


mr tr) —= : 
z > O0 Un Un-1 


108 Alwin Walther, 


Bei Fortsetzung des Verfahrens stôft man, wenn alle [1+a,o| 7 1 
sind (v = 1,2,...,n), für genau ein w,(x) und genau ein u, (x) schlief- 
lich auf die Gleichungen 

b s Æ : b 
à bn # ® "= Si 2 dy Zn 


lim u,(x) = (—1)" PAT 
z —> © 1 


da, dy .…. a, 
Die letzte Relation kann, weil das Produkt a,a,---a, der Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung gleich (—1)*c, ist, auch in die Form 


(9) lim u(e) = © 


z—> O0 0 


gebracht werden. Damit ist unter der Voraussetzung 
(10) [1+a,o| = 1 (» = 1,2,...,n) 


das asymptotische Verhalten von w(x) bestimmt'). Als Verhalten 
der n ersten Differenzen von uw(x) wollen wir ausdrücklich anmerken 


(1) Jim Au(z) = lim Au(x) =: — lim ÂAu(z) = 0. 
z—> OO w > Dr æ—> 00 "0 

Die Beziehungen (9) und (11) gelten unter der Voraussetzung 
(10) für genau eine Lôsung der Differenzengleichung (1). Wie steht 
es nun, wenn einige oder alle [1+a,o|=1 ausfallen? Ist z.B. 
[1+a,o| =<1, so divergiert die in (6) auftretende unendliche Reïhe 
im allgemeinen. Über die Existenz der durch sie formal definierten 
Funktion vermag man auch bei Heranziehung der Nôrlundschen 
Summationstheorie ?) oder der Ergebnisse über die analytische Fort- 


(ce) 
setzung$) der Funktion Y m(x+kw)z* ohne neue Voraussetzungen 
k=0 


über g(x) nichts auszusagen. Umso bemerkenswerter ist, daf bei 
(1+a,w|< 1 die Beziehung (8) sogar für alle Lüsungen der letzten 


1) DaB man nicht etwa über nicht konvergente w,(x) zu konvergentem u(x) 
gelangen kann, geht unmittelbar aus dem Gleichungssystem (4) hervor; denn aus 
der Konvergenz von w(x) — u, folgt die von w, usw. An Hand der Differenzen- 
gleichung (1) sieht man ferner leicht, daB für die Konvergenz von w(x) die Kon- 
vergenz von p(x) notwendig ist (anders als bei Differentialgleichungen, vgl. O. PEr- 
RON, Zur Theorie der divergenten Reihen, Math. Ztschr. 6 (1920), S. 158—160), 
daB als Grenzwert für w(x), wenn überhaupt einer vorhanden ist, nur b:c, in 
. Frage kommt und da die Reihenfolge im System (4) keine Rolle spielt. 

2) N. E. NôRLUND, Mémoire sur le calcul aux différences finies, Acta math. 
44 (1922), S. 71—211; Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, Kap. 3 
und 4. 

3) E. Hizs, Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen, Math. Ztschr. 
15 (1922), S. 280—285; Besprechung von NiELs Erik NüRLUNL, Vorlesungen über 
Differenzenrechnung, Gütt. gel. Anz. 1925, S. 57—66. 


Fo 
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Gleichang des Systems (4) gilt'). Dies ergibt sich durch eine 
SchluBweise analog dem Perronschen Verfahren für Differential- 
gleichungen in Perrons zweiter Arbeit?) Ist zunächst zufällig 


a,® — —1, so vereinfacht sich die letzte Gleichung des Systems 
(4) zu 
u, (x + ©) = PE 


n 


and wir erhalten unmittelbar die Relation (8). Ist a,æ + —1, so 
dürfen wir auf den Ausdruck 


lim w,(x) = lim PSS AIRE 
Zz —> z —> (L+a,o) 
eine Verallgemeinerung eines Satzes ;von Stolz*) anwenden, nach 
welchem der rechtsstehende Grenzwert bestimmt werden kann, 
indem man im Zähler und Nenner die Differenz À bildet. Die 


œ 
Voraussetzungen dieses Satzes sind, wie man sich leicht überzeugt, 


æ. 
w 


1) Den Fall |1+a,;w| — 1 habe ich nicht erledigen kônnen. Mit anderen 
Methoden ist ihm Herr Späth beigekommen. 

2) O. PERRON, Über einen Grenzwertsatz, Math. Ztschr. 17 (1923), S. 149—152. 

3) Dieser Satz ist eine Erweiterung eines bekannten Satzes von Cauchy 
und lautet in seiner ursprünglichen Fassung [O. SToLz, Vorlesungen über allge- 
meine Arithmetik, 1. Teil, Leipzig 1885, S. 176; O. Srozz und J. A. GMEINER, 
Einleitung in die Funktionentheorie, 1. Abt., Leipzig 1904, $. 33]: ,Es seien zwei 
eindeutige Funktionen F(x), ® (x) für jeden endlichen Wert von x = x, definiert; 
die erstere sei in jedem Intervalle (x, , x), wobei x, > x, ist, endlich, während 
die letztere von x — x, an mit æ zugleich beständig wächst (abnimmt) und daher 
bei limæ — + co einen Grenzwert hat, der unendlich sein soll. Dann folgt aus 
der Existenz des Grenzwertes 

im PF) 
u=+o +R) PDG) 


worin k eine von O verschiedene Konstante bedeutet, — daB auch F(x) : ®(x) 
bei limzx — co einen Grenzwert, und zwar gerade X, besitzt“. Allgemeiner ge- 
nügt es bei endlichem, müglicherweise komplexem X, statt der Monotonie von 
{ (x) vorauszusetzen (@(x) kann komplex sein): 


|D(x)| oo für æ +00, 
5 |D(x+(v+1)h)—S(x+vh)] = O(|B(x+Kkh)] 
v=0 


bei oo gleichmäBig für alle x mit 4 <x<ax,+h; vel. A. PRINGSHEIM, 
Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre, 1. Bd., 1. Abt., Leipzig u. Berlin 
1916, S. 231; 3. Abt., Leipzig u. Berlin 1921, S. 570, S. 932; daselbst auch weitere 


k 
Literaturangaben. Die letzte Voraussetzung ist z. B. sicher für AP 7 Pl 
Y—= 


— O(|S(x+%kh)|) erfüllt. 
Ges. d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasso. 1926. Heft 2. 9 
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erfüllt. So ergibt sich 
Le Ail+a,o) ‘4, 


(12) 1! Ne LES De 
fan 22 sfr n :) Pass ot A(+a, o) . 
BR) Lin £ (Au,—a, u) A Un — yly 
— lim — re ae 
æ —> O0 ation) x —> n 


wofern der letzte Grenzwert existiert. Nun ist aber nach der 
letzten Gleichung von (4) und nach (3) 

lim [A Un — An Un) te 

z—> © \ W 
wir bekommen also wieder die Relation (8), und zwar für alle 
Lüsungen «,(x). Gilt für sämtliche a, 


(13) + 4,0! <1 (v = 1,2, :.,n), 


so befriedigen, wie durch wiederholte Anwendung des Verfahrens er- 
hellt, alle Lüsungen der Differenzengleichung (1) die Limesgleichungen 
(9) und (11). Treten teils «, mit [1+4,w| > 1 (z. B. positive à,), 
teils a, mit [1+4a,æ|< 1 auf, so gelten die Relationen (9) und (11) 
für eine gewisse Mannigfaltigkeit von Lôsungen, weil z. B. bei 
H+a,ow|=>1, [1+4a,,w|<1 nach eindeutiger Bestimmung von 
u,(æ) für alle Lôsungen w,_,(x) der vorletzten Gleichung von (4) 
die zugehürige Limesbeziehung besteht. 

Der Satz von Stolz bleibt in seiner ursprünglichen Fassung, 
d. h. für —1<4,@ <0 (v — 1,2,...,n), auch dann in Kraft, wenn 
der letzte Grenzwert in (12) absolut unendlich grofi ausfällt, was 
für Jim g(x) = + eintritt. In diesem Falle crhält man durch 
analoge Schliüsse die (9) entsprechende Beziehung lim (x) = +00, 
aber nicht mehr die Gleichungen (11). Du 

Die bisherigen Ergebnisse werden zusammengefaft durch 

Satz l: Jst für alle Wurzein a, (v = 1,2,...,n) der charakte- 
ristischen Gleichung 


(2) fe) = Des = + ++ = 0 

die Bedinquny . 

(10) [+u,o| => 1 GES 
erfüllt, so gilles unter der Voranssetzuny 

(3) LE 0 2 a: (b endlich) 


Cons UC E) 
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genau eine Lüsung der Differenzengleichung 


(1) 2, c> A u(z) = px) (ce, konstant; c, +0, c, = 1; © —>0) 
mit den asymptotischen Eigenschaften 
@) . lim «(a) = © 
TZ —> @ Co 
und 


(1) lim Aux) = lim Âu(z) = + — lim Au(x) = 0. 
z—>@@ w T—>@@ w z—>@@ w 

Diese finden sich sogar bei allen Lüsungen vor, wenn für alle a, 

(13) [1+a,o| <1 (v = 1,2,...,h) 


ist, und bei gewissen Lüsungen, wenn teilweise |1 + a,o| <1, teilweise 
[1+a,o| > 1 gilt. 

Nehmen wir die a, als reell und (x), wofern positive a, vor- 
kommen, als stetig an, so erscheinen beim Grenzübergange & +0, 
welcher die Differenzengleichung in eine Differentialgleichung und 


z. B. (1+a,w)® in e”* überführt, von Perron bewiesene Sätze. 
Diese Bemerkung soll natürlich keinen Beweis dieser Sätze dar- 
stellen. Die bei der Differenzengleichung selbstverständlichen Be- 
ziehungen (11) werden alsdann belangreich. Weiter hat Perron 
durch ein Beispiel gezeigt, daf8 im Grenzfalle der Differential- 
gleichung für imaginäre Wurzeln a, der Satz nicht mehr zu gelten 
und kein einziges Integral nach einem Grenzwerte zu konvergieren 
braucht. Für w—0 rücken in der komplexen Ebene die Punkte 
a,o nach dem Nullpunkte zusammen. Dieser liegt auf dem von 
uns nicht behandelten Rande des Kreises vom Radius 1 um den 
Punkt — 1. 

Für den Fall der Spanne © = 1 wollen wir erwähnen, wie 
sich Satz 1 umgestaltet, wenn die Differenzengleichung (1) in die 
meist übliche Form einer Beziehung zwischen Funktionswerten für 
aufeinanderfolgende äquidistante Argumente gebracht wird. Auf 
Grund des Ausdrucks der Differenzen durch die Funktionswerte 
für aufeimanderfolgende äquidistante Argumente 


(14) À ua) = o” re 1) + () test Lo) 


k= 
für = 1 


Auto) = à 17) (+8) 
k=0 4 
à 9 * 
2% 
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geht die Gleichung 


ñn 


Z o À u() = p(a) 


über in!) 
(13) È nute+D = p() 
Dabei ist 


M = D (— De) c,, insonderheit y, = €, = 1, y, = PA. (—1)"c.. 


T—=L 


Die zugehôürige charakteristische Gleichung 
(16) D Pt ES Pr EM ED 
k= 
entsteht aus der charakteristischen Gleichung (2) durch die Trans- 
formation z = {—1 und hat also die Wurzeln «, = 1+4a,. Die 
Voraussetzung 4, 4 O hat «, + 1 und = Y y, + 0 im Gefolge. 
k=—0 

Wir haben damit 

Satz 1*: Bei der Differenzengleichung 


(13) È nuts+i) = g(a) 

bestehen rnter der Bedinqung 

(3) lim q(x) = b (b endlich) 
T —> O 


die Bezichungen 


(TS nr a) pi inc (Eee in À u(x) =", 
Z —> ON Z —> Z —> 
à Pr à n 
Ke? = Jim Au(x) ="0 


x —}> 
für genau cine Lüsung, wenn sämtliche Waurzcln a, (k = 1,2,...,n) 
der charakteristischen Gleichung 


1) Differenzengleichungen der Gestalt (15) sind von Nôrlund behandelt 
worden, und zwar vornehmlich in folgenden Fällen: 1) (x) ist das Produkt 
einer Exponentialfunktion und eines Polynoms, 2) (x) ist das Produkt einer 
Exponentialfunktion und einer Fakultätenreihe, 3) (x) gestattet eine gewisse 
komplexe Integraldarstellung. N. E. NüRLUND, Sur les équations aux différences 
linéaires à coefficients constants, Nyt Tidsskrift Mat. 23 B (1912), S. 53—65; Vor- 
lesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, Kap. 14, $2. Vgl. auch die Ar- 
beiten von E. 1118, Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen, Math. Ann. 
85 (1922), S. 89—98; Math. /tschr. 14 (1922), S. 211—229; 15 (1922), S. 280— 
255; 19 (1924), S. 156—144 und seine Besprechung von Nixzs ERIK NôRLUND 
Vorlesungen über Differenzenrechnung, Gôtt. gel. Anz. 1925, S. 57—6G6. 


u 
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(16) 2 Ve t = + Vn=1 [ia ce 5 Vote 0 


absolut > 1 sind, für alle Lüsungen, wenn sämtliche «, absolut < 1 sind, 
für gewisse Lüsungen, wenn die «, absolut teils 1, teils < 1 sind. 

Satz 1* liefert, wie nicht näher ausgeführt werden soll, eine 
Aussage über das asymptotische Verhalten der Koeffizienten der 


a 
Potenzreihe DA u(x)z*, welche durch Division der Potenzreihe 


24 v(x) 2° + 2° S p(x)2* mit bekanntem asymptotischem Verhalten 
z—0 
OX der Koeffizienten und Konvergenzradius 1 durch die ganze 


rationale Funktion S 7,2"* entsteht. Denn aus der Forderung 
k=0 


n—1 (ee) 
> Y(z)2° +2" D px): 
æ=0 = æ=0 ait > u (x) 2° 
> pr 2" T* æ—=0 
k=0 


flieft die Rekursionsformel 
P2. nu(r+k) = px) (x —0,1,...). 


Die Nullstellen des Nenners 2 7,2"* sind die Kehrwerte = der 


k 
Wurzeln «, der D ue Gleichung (16). Fallen sie ins 
Innere des Einheitskreises, was bei |a]|=>1 für 4 = 1,2,..,n 
eintritt, so sind sie für genau eine Potenzreihe mit eindeutig fest- 
gelegten #(x) (x = 0,1,...,n—1) unschädlich. Das muB ja der 
Fall sein, wenn lim w(x) vorhanden und endlich, also der Kon- 


Z —> 
vergenzradius der rechtsstehenden Reïhe gleich 1 sein soll. 


2. Poincarésche Differenzengleichungen, 
Die Ergebnisse des ersten Abschnitts lassen sich auf nicht- 
homogene lineare Differenzengleichungen 


(18) à a, (6) À u(s) — pfs) (5 = 0 (modo); g,(s) = 1; © >0) 


ausdehnen, bei denen die Koeffizienten q,(s) auf der linken Seite 
zwar nicht konstant sind, aber wenigstens bei wachsendem Argu- 
ment gegen von & unabhängige Grenzwerte streben : 


(19) lim g,(s) = €, (HOT Sn; cl). 
8 —> @ 


Die Veränderliche s soll ein nichtnegatives Vielfaches von © seim. 
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Derartige Differenzengleichungen môgen ,nichthomogene Poincaré- 
sche Differenzengleichungen“ heifen. 

Zur Vorbereitung beschäftigen wir uns zunächst mit der ent- 
sprechenden homogenen Poincaréschen Differenzengleichung 


(20) >, 2,(9 À u(s) = 0 (5=0 (modo); q(s) = 1; © > 0). 


Was kônnen wir über das asymptotische Verhalten der Lôsungen 
von (20) für s—oo aussagen? Diese Frage ist mit Hilfe eines 
grundlegenden Satzes von Poincaré und Perron’) über die ein- 
gehend untersuchten Poincaréschen Differenzengleichungen von der 
Grestalt 


(21) D AQu(s+k0) = 0, lim m9) =» 


leicht zu beantworten. Man transformiere die Differenzengleichung 
(20) vermôüge der Formel (14) in die Gestalt (21). Dabei wird 


nO = 20 )o"26, n= SCD (Joe, 
insbesondere y, — &”. Die charakteristische Gleichung von (21) 
(22) 3, nt = ob + y, tte ty, = 0 
geht aus der charakteristischen Gleichung von (20) 


D FO=Der = tas ttete, = 0 
v=0 
—1 


re) 
hervor. Die Wurzeln von (22) heifien demnach 1+4,c (v = 1,2, ...,n). 
Sind sie dem absoluten Betrage [1+4a,w| nach alle voneinander 


verschieden, so besagt der Satz von Poincaré, daB das Verhältnis 


#tte) bei zunehmendem s für jede nicht identisch verschwin- 


mit den Wurzeln à,, a,, ..., a, durch die Transformation z — 


dende Lôüsung einem Grenzwerte zustrebt, der gleich einer Wurzel 
von (22) ist, etwa 


1) H. PoiNCARÉ, Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et 
aux différences finies, Amer. J. math. 7 (1885), S. 213—217, S. 237—258; O. PER- 
RON, Uber einen Satz des Herrn Poincaré, J. reine angew. Math. 136 (1909), 
8. 17—87. 
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Hieraus folgt 


tn FAO) Ye u(S+®)—u(s) 1 im “E+®) a le 
SAS) née u(s) A ee TO DE Th 
A u(s) 1 Au(s+o)— A u(s) 
Le 7 Fe: lim Le œw 
s»œ U(S) GO 8 > u(s) 
| A u(s+&) ; u(s + &) : À u(s) 
= —{ Dim <——___— Jim — — — —"_—_— 
(CR dE so W(S) so US) | 
1 
= — {a (+0) «| = @, 
allgemein 
u 
_. Aus) 
(24) din —= dj (ü=="0; 13682) 


Die Gleichung (24) gibt unter der Voraussetzung der Verschieden- 
heit aller [1 + a,w| in passender Form Aufschluf über das asym- 
ptotische Verhalten der Lüôsungen der Differenzengleichung (20). 
Für o>0 erhält man Beziehungen zu den Sätzen von Poincaré 
und Perron über das asymptotische Verhalten der Lüsungen von 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten bei wachsendem Argu- 
ment nach Grenzwerten konvergieren !). 

Wenn in der Differenzengleichung (21) unter Festhaltung der 
bisherigen Annahmen der Koeffizient 


(25) n 6 = À (1e 4,09 + 0 


bleibt für s = 0, &, 2w,..., existiert nach Perron ein Fundamental- 
system von # Lôüsungen «,(s), u,(s), ..., «,(s) von (21) oder (20) der- 
art, da für die »-te Lüsung «,(s) der Quotient ete 
gerade nach der v-ten Wurzel 1 +u,œ der charakteristischen Glei- 
chung (22) konvergiert. Für ein solches Fundamentalsystem gilt 
dann auch ?) 


bei $ +00 


1) H. PoixcaRË, Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et 
aux différences finies, Amer. J. math. 7 (1885), S. 213—217, S. 237—258; O. PFR- 
RON, Über lineare Differentialgleichungen, bei denen die unabhängig Variable reell 
ist, J. reine angew. Math. 142 (1913), S. 254—270; 143 (1913), S. 25—50. 

2) Die weiteren Sätze aus dem Poincaréschen Gedankenkreise (vgl. z. B. 
N. E. NôRLUND, Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, Kap. 14, 
8 6) lassen sich natürlich auch für Gleichungen der Gestalt (20) aussprechen. 
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2 n 
Au, Au, Au, 
. a 5 LU] n 
(26) lim — = 4, lim —< = &, ..., im —<— = a;. 
so U, s—>o 1, s—>o U, 


Zur Behandlung der nichthomogenen Gleichung (18) setzen wir 
die Bedingung (25) als erfüllt voraus. Die Wurzeln a, (v —1,2,...,n) 
der charakteristischen Gleichung (23) môgen von Null verschieden 
sein mit gleichfalls verschiedenen [1+a,œ| (sodaB c, + O ist); 
ferner sei 


(27) lim (s) = 4 


eine endliche Zahl. Die Lüsung «(s) der nichthomogenen Gleichung 
ist durch die Funktionen ,(s) eines Perronschen Fundamental- 
systems für die homogene Gleichung in der Form 


(28) u(s) = h(s)u,(s)+2h,(s) u,(s) +++ 2,(s) u,(s) 
darstellbar, wobei an die Stelle der Gleichung (18) das Gleichungs- 
system !) 
Sa) AS = ON EUR 
(29) stat y 

D A a(5+0) A2) = p(s) 


für die Differenzen À h,(s) der Hilfsfunktionen k,(s) tritt (Methode 


von Lagrange). Das Studium des asymptotischen Verhaltens von 
u(s) ist damit auf die Bestimmung des Verhaltens der Funktionen 
h,(s)u,(s) zurückgeführt. Nach (29) ist A,(s) gleich dem Pro- 
dukte von (—1)"”(s) mit dem Quotienten zweier Determinanten: 
im Nenner steht die Differenzendeterminante ?) 


u,(s +) u,(S+&) ... u,(S + @) 
Au(s+o) Au,(s+o) ... Au,(s+o) 
À u,(5+0) À u,(s+ ©) PTE Au (s+o) 


welche nicht verschwindet, weil die w,(s) ein Fundamentalsystem 
bilden, im Zähler die aus ihr durch Streichen der letzten Zeiïle 
und der »-ten Spalte hervorgehende Determinante. Diese Dar- 


1) N. E. NôrLUND, Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, 
Kap. 14, 81; A. WALTHER, Zum Grenzübergange von Differenzengleichungen in 
Differentialgleichungen, Math. Ann. 95 (1926), S. 257—266. 

2) N. E. NôrLuND, Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924, 
S. 274— 278, 
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stellung liefert vermôge (26) und (27) zunächst das asymptotische 
Verhalten der Ausdrücke «,(s+o) A A,(s) ÆErweitert man den 
Determinantenquotienten mit {u,(s +@) u,(S+@)..u,(s+aw)}", so 
entstehen nach (26) beim Grenzübergange s—oo im Zähler und 
Nenner gewisse Potenzdeterminanten, wobei die Nennerdeterminante 
nicht verschwindet, weiïl ein Perronsches Fundamentalsystem vor- 
liegt und die a, als voneinander verschieden vorausgesetzt sind. 
Es existieren also die Grenzwerte 


(30) Him #,(5+0) A A,(s) = x,; 
$ — @ [0] 


nach bekannten Sätzen ïiber Potenzdeterminanten rechnet man 
leicht aus | 
b b 
31 4, —= = 7 : 
) (a, — &) 27" (a, — ay) (a, — Av) ‘à (a, — An) f (a,) 
wobei f(z) die charakteristische Funktion aus (23) bedeutet. 

Wie verhalten sich nun die Funktionen h,(s)w,(s) selbst für 
S—oo? Nach (30) gilt 


y 


(32) u,(s+o) À À,(s) = x,+0,(s), lim Ô,(s) = 0 
œ S —> @ 
und nach dem Satze von Poincaré 
u,(S + &) | s 
NT mm S (S) = 0. 
(33) Te 1+a,o + 6,(s), jo ë, (s) 
Bei [1+a,o| > 1, z. B. bei a, —0, hat die Gleichung (32) oder 
L.2,70,18) 
A A, (5) | a,(s+0@) 
die allgemeine Lôsung 
ao $ a 
(34) us pa re) | ç 


x 0 4,($8+ © + ko) 
mit willkürlichem konstantem C; denn unter der Annahme 


[1+a,o| 1 konvergiert gemäf (83) die unendliche Reiïhe. Als 
asymptotisches Verhalten des uns interessierenden Produktes 


_ Ô k 
h,(s)u,(s) = — © = x, + 0,(s+ ko) 


+ Cu, (s) 
= ILli+ao+s,(s+ro)} 
At) 


fieft hieraus für genau cine Lüsung A,(s) der Gleichung (32), 
nämlich für diejenige, bei welcher sich in (34) die Konstante (' 
auf Null reduziert, 

x x b 


y 


(86) lun h,(s),(s) = 9,2, Tao) ER ll LE T5 D 
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Bei [1+a,o|< 1, a, + —1 kônnen wir uns wiederum mit 
Hilfe des Satzes von Stolz vom Bestehen der Gleichung (35) über- 
zeugen, und zwar sogar für alle Lüsungen 4,(s) der Gleichung (32), 


indem wir ihn auf den Ausdruck h,(s) «,(s) = _… anwenden und 


den Poincaréschen Satz (33) beachten. Dadurch gewinnt man zu- 
nächst 


À A h, CT) A k, 
him —* = lim = — 1m —— 
s —> s —> oO 1 s —> © AN u, 
œ 
u, w ,, u 


£ h A b 
lim = — = — — —. 
8 —> CO u, UA a, f (a,) 


Die Anwendung der Beziehung (35) für » — 1,2,...,n auf 
die Gleichung (28) leitet, weil nach der Interpolationsformel von 
Waring-Lagrange 

e il 1 1 
ve fa) es 
zusammengerechnet werden kann, zu 


Satz 2: Für die nichthomogene Poincarésche Differenzengleichung 


A8) D Au) = ps) (620 (modo); 4,9 = 1; » >0) 


= 0 


mil dem asymptotischen Verhalten 


(19) lim q,(s) = 0 (væ=0,1,...,n; c, = 1) 
8 —> @ 

der Kocffizienten q,(s) sci 

(23) à (-L'a7"g,(5) + 0 

und 

(27) lim œ(s) = bd (b endlich). 
S —> © 


Die charakteristische Gleichung 
nr 
#) —— à Le per D Lee 
(23) f(e) SH 2 Cf Tr 2 hic, 2% sc c, = 0 
V= 
habe von Null verschicdene Wurzen 4, mit verschiedencn [l+u,o| und 
4,0 Æ —1 (v —1,2,...,n). Dann strebt, falls sämtliche 11 + @, | > 1 
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sind, genau eine!) Lüsung u(s) für s->00 einem Grenziwerte zu, und 
zwar dem Werte 
; b 
(36) lim u(s) = —. 
S —> @ ' Co 

Falls sämtliche |1 + a,@|< 1 sind, trifft dies sogar bei allen Lüsungen 
zu, und, falls die [1+a,o| teils <1, tels 1 sind, bei gexissen 
Lôüsungen. Für das Verhalten der n ersten Differenzen von u(s) gelten 
die Gleichungen 


(87) Lim Au(s) = lim À u(s) = + = lim Au(s) = 0. 


8—->Q@ © s—> © (4 s—> 


Der Satz ist anwendbar z. B. auf nichthomogene lineare Diffe- 
renzengleichungen, bei denen alle Koeffizienten (auch der der hôch- 
sten Differenz) und das Stôrungsglied Polynome gleichen Grades 
sind. Der Grenzübergang © 0 vermittelt wieder den Anschluf an 
ein Perronsches Ergebnis. Bei Vorliegen der Spanne © = 1 läfit 
sich Satz 2 auch in folgender Form ausdrücken: 


Satz 2*: Hat die charakteristische Gleichung 
(22) »> nt = hp rte, = 0 
k=—=0 


der Differenzengleichung 
n s ganzzahlig; p,(s) = 1, p,(s) + 0; 
(88) 2 2 (s) u(s+k) = q(s) lim p,(s) = y, (4 = 0,1,...,n) | 
s —> © 
mit 
(27) lim œ(s) = b (b endlich) 
$ —> @ 
Wurzeln a, +0, +1 von verschicdenem Absolutbetrage (k = 1,2, ...,n), 
so gült für lauter a, mit |a,| > 1 
b 


(39) lim w(s) — … Jim Au(s) = lim À u(s) = +. 
8 —> 8 — D : 


8 —> M 


2 — Jim se (s) = 0 


8 —> © 
bei genau ciner Lüsung us), für lauter @, mit |af<T bei allen 
Lôüsungen, für «, mit teilweise |] < 1, teilweise [a] > 1 bei geuissen 
Lüsungen. 


1) Denn jede Zusatzlüsung der homogenen Gleichung wächst absolut unend- 
lich an. 


Über die Anderung des Zeichnungsmusters von 
Schmetterlingen durch Temperaturreize und das 
Grundschema der Nymphalidenzeichnung. 


Von 
Alfred Kühn. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 30. Juli 1926. 


Versuche, die Färbung von Insekten durch Temperatureinflüsse 
zu verändern, sind schon seit langer Zeit und sehr vielfach ausge- 
führt worden). Bevorzugte Objekte für die Versuche waren stets 
die Schmetterlinge. Die Probleme, die durch die Versuchsergeb- 
nisse aufseworfen wurden, sind aber noch keineswegs gelôst. Durch 
A. Weismanns Untersuchungen (1875, 1892, 1895?)) wurden die 
Temperaturexperimente in enge Beziehungen zur Frage der Art- 
umwandlung gebracht. Er ging aus von den ,Jahreszeitformen“, 
die man bei manchen unserer Schmetterlinge findet, den in der 
Färbung, bisweilen auch in Gestalt und GrôBe verschiedenen, unter 
verschiedenen klimatischen Bedingungen sich entwickelnden Erschei- 
nungsformen einer Art in derselben Gegend. Seine Versuche wurden 
hauptsächlich an dem Landkärtchen, Araschnia levana-prorsa L., und 
dem kleinen Weïfiling, Pieris napi L., angestellt. Bei jenem 
wechselt die braungelbe Frühjahrsform (levana), die im Frühjahr 
aus überwinternden Puppen schlüpft, mit der braunschwarzen, weiB- 
gebänderten Sommerform (prorsa) ab, die ihre ganze Entwicklung 
während der warmen Monate durchläuft. Die Unterschiede zwischen 


1) Vgl. die zusammenfassenden Darstellungen: W. Biedermann, Farbe 
und Zeichnung der Insekten, in: Handbuch der vergleichenden Physiologie, her- 
ausg. von H. Winterstein, 3. Bd. 1. Hälfte, 1914, S. 1734—1773; A. Prochnow, 
Die Färbung der Insekten, in: Handbuch der Entomologie, herausg. von Chr. 
Schrüder, 2. Bd., 1926, S. 468 ff. (im Erscheinen). 

2) A. Weismann, Studien zur Deszendenztheorie. I. Über Saisondimorphis- 
mus der Schmetterlinge 1875. — Das Keimplasma, eine Theorie der Vererbung, 
Jena 1892, S. 523ff. — Neue Versuche zum Saisondimorphismus der Schmetter- 
linge, in: Zool. Jahrb. Abt. f. Syst. B. 8. 1895. 


Alfred Kühn, Über die Ânderung des Zeichnungsmusters usw. 121 


den beiden Generationen sind so grofi, da man sie lange für ver- 
schiedene Arten gehalten hat. Es gelingt nun, durch Einwirkung 
niederer Temperatur auf die Puppen der Nachkommen der Früh- 
jabrsform, wieder Falter vom Aussehen der Frühjahrsform zu er- 
zeugen, also die Sommergeneration zur Frühjahrsform zu bestimmen. 
Aufer der typischen levana treten auch Zwischenformen zwischen 
levana und prorsa auf. Man kann solche beliebig durch verschieden 
lange und verschieden starke Beeinflussung erzeugen. Umgekehrt 
läBt sich die für gewôhnlich üiberwinternde Generation durch Ein- 
wirkung hoher Temperatur auf die Puppen so umstimmen, daB sie 
sich gleich entwickelt und die Sommerform ergibt. Bei Pieris napi 
ergaben die der Sommertemperatur ausgesetzten Puppen die Sommer- 
form, Puppen derselben Brut aber ergaben die auf der Unterseite 
mehr schwärzlich-grün bestäubte Frühjahrsform, wenn sie unmittel- 
bar nach der Verpuppung für einige Zeit in den Eisschrank ge- 
setzt worden waren. Weismann hat Temperaturversuche mit 
zahlreichen Schmetterlingsarten (Araschnia prorsa-levana, Vanessa 
uräicae, V.polychloros, V.io, V. atalanta, V. cardui, Argynnis paphia, 
A. latonia) jahrzehntelang in grofem Umfang durchgeführt. Von 
1907 bis 1909 nahm ich an ihnen teil. Später setzte ich sie allein 
fort, als Weismann sie aufgab und mir auch sein reiches älteres 
Material überlieB. Ich gedenke mit warmer Dankbarkeit der Jahre, 
in denen ich mit meinem verehrten Lehrer in gemeinsamer Arbeit 
verbunden sein durfte. Weismann selbst konnte sich zu einer 
Ausarbeitung der Ergebnisse nicht mehr entschliefen. Er war den 
Fragestellungen, die sich auf dem besonders von ihm erschlossenen 
Gebiete entwickelt hatten, allmählich fremd geworden. Ursprüng- 
lich traten phylogenetische Fragen in den Vordergrund. Weis- 
mann bezog schon die Ergebnisse mit den saisondimorphen Arten 
auf einen Wechsel zwischen einer phylogenetisch älteren und einer 
jüngeren Form. Er nahm an, dafi die Frühjahrs-(/evana-)Form die 
ursprüngliche sei und früher, in der Zeit des Diluviums, allein vor- 
handen war, daB aber dann, als das Klima wärmer und der Sommer 
länger wurde, sich eine Sommergeneration, ja sogar deren zwei, 
einschoben, die, unter dem umprägenden Einfluf des Sommerklimas 
oder in Anpassung an besondere im Sommer herrschende Bedin- 
gungen, die prorsa-Form annahmen. Weitere deszendenztheoretische 
Spekulationen wurden angeregt durch folgende Beobachtungen, die 
wir der Arbeit zahlreicher Forscher verdanken, vor allem den 
klassischen Untersuchungen von Standfuf, Merrifield und 
B. Fischer. Wenn man Puppen gewisser Schmetterlinge in mäbig 
erhôhter Temperatur hält, gleichen die daraus ausschliüpfenden 
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Falter südlichen Lokalformen derselben Art; durch Kältewirkung 
werden Falter hervorgebracht, die nôrdlichen Lokalformen ähneln. 
Hierdurch wurde die Frage nach der Entstehung geographischer 
Rassen angeregt. Durch starke Temperaturerniedrigung (,Frost- 
versuche“) werden sehr weit von der typischen Form abweichende 
Färbungen und Zeichnungen, ,Aberrationen“, erzeugt. Im allge- 
meinen wird dabei die Menge des dunkeln Pigments erhôht. : Aber 
es vollzieht sich auch eine charakteristische Veränderung an den 
einzelnen Bestandteilen der Zeichnung. Manche dunkle Flecken 
verschwinden, andere werden grôBer ; bestimmte Zeichnungselemente 
verschmelzen. An bestimmten Stellen treten neue Flecken auf. 
Dabei werden Arten, die sich im gewôhnlichen Zustand stark von 
einander unterscheiden (Vanessa urticae, V. polychloros, V. io) ein- 
ander im Zeichnungsmuster sehr ähnlich. Diese auftfallende Er- 
scheinung suchten Dixey, Standfu$, E. Fischer und Weis- 
mann phylogenetisch zu deuten. Sie vermuteten, daB mindestens 
ein Teil jener Aberrationen mehr oder weniger vollständige , Rück- 
schläge“ auf Vorfahrenformen der betreffenden Arten seien. Weis- 
mann baute diese Ergebnisse der Temperaturversuche in seine 
geistreiche Determinantenhypothese ein: ,Theoretisch werden wir 
diese merkwürdigen Aberrationen so zu verstehen haben, daf durch 
die Kälte die Determinanten der Flügelschuppen in der Flügelan- 
lage ... verschieden beeinflufit werden, daf einige Arten derselben 
dadurch gestärkt, andere aber... gewissermafen gelähmt werden... 
Da bei dieser Verschiebung des Gleichgewichts zwischen den Deter- 
minanten vorwiegend ein phyletisch älteres Zeichnungsmuster her- 
auskommt, läft darauf schliefen, daf im Keimplasma der modernen 
Vanessaarten noch mehr oder weniger Vorfahrendeterminanten neben 
den modernen enthalten sind. Man môchte fast daran denken, ob 
diese die Kälte etwa besser ertragen, als die modernen, weil ihre 
ursprünglichen Träger, die alten Arten der Eiszeit, an grôBere Kälte 
gewühnt waren“ !). 

E. Fischer machte aber die auferordentlich wichtige Fest- 
stellung, dafi bestimmte Abänderungen, die durch mäfige Kälte 
(+109 bis 0°) hervorgerufen werden, sich auch durch gewisse ziem- 
lich hohe Wärmegrade (+ 38° bis +409) erzielen lassen, und daf die 
stärksten Aberrationen chenfalls durch die äuBersten ertragbaren 
Temperaturextreme (Frost 0° bis —20° und Hitze 41° bis 46°) be- 
wirkt werden.  Vergleichende Betrachtung der Zeichnungsmuster 


: 1) A. Weismann, Vorträge über Deszendenztheorie. 3. Aufl. 1913. 2. Bd. 
241]. 
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der Tagschmetterlinge sprachen dagegen, da8 die übereinstimmenden 
extremen Aberrationen eine Wiederholung einer von gemeinsamen 
Vorfahren durchlaufenen D er Stufe vorstellen. Es ist 
nicht wahrscheïnlich, daf die Vanessen-Stammformen (so wie die 
extremen Aberrationen) weniger und grôBere Flecken besaBen als 
die heute lebenden Arten. Eher dürften sie ein aus zahlreicheren 
kleineren Flecken in Querreihen zusammengesetztes Zeichnungs- 
muster besessen haben), ähnlich etwa wie heute die Falter der 
Gattung Argynnis. Die an die Temperaturversuche angeknüpften phy- 
logenetischen Spekulationen erwiesen sich so zunächst nicht als frucht- 
bar. Immer mehr drängten sich entwicklungsphysiologische Fragen 
in den Vordergrund, Fragen nach den äuferen und inneren Bedin- 
gungen der Zeichnungsausbildung, also nach der Zuordnung be- 
stimmter Zeichnungsänderungen zu bestimmten Reizen und inneren 
Vorgängen, die von den äuBeren Einflüssen betroffen werden. 

Die Modifikation der Zeichnung der Schmetterlingsflügel ist 
eine Teilfrage des ganzen Gebietes der Pigmentierungserscheinungen. 
Sie wird sich nur im Zusammenhang mit Untersuchungen an an- 
deren, in gewissen Hinsichten günstigeren Objekten, Insekten aus 
anderen Ordungen mit holometaboler und hemimetaboler Entwick- 
lung, lôsen lassen. Aus diesem Grunde sind in meinem Institut 
auch Versuche über die experimentelle Beeinflufbarkeit der Fär- 
bung und Zeichnung der Feuerwanze Pyrrhocoris von K. Henke?) 
und der schwarzen Pigmentierung der Schlupfwespe Habrobracon 
von E. Schlottke®*) in Angriff genommen worden. 

Nach den Ergebnissen an Schmetterlingen und anderen Insekten 
sind es jedenfalls nicht die chemischen Vorgänge bei der Farbstofr- 
bildung selbst, die durch die Temperatureinflüsse beeinflufit werden 
müssen. In vielen Fällen treten die Veränderungen ein, wenn die 
betreffenden extremen Temperaturen zu einer Zeit wirken, in der 
die Ausfärbung noch nicht stattfindet. Die Temperatureinflüsse 
wirken als Reize, welche im Organismus ablaufende Vorgäinge um- 
stellen, die später zur Ausbildung der Zcichnungselemente führen. 
Es ist schon lange bekannt, daf bei Schmetterlingen Temperatur- 


1) vgl. F. A. Dixey, On the phylogenetic significance of the wingmarkings 
in certain genera of Nymphalidae, Transact. Entom. Soc. 1890. S. 89—129. J. F. 
van Bemelen, On the phylogenetic significance of the wing-markings in He- 
pialids, Kon. Akad. Wetenschappen Amsterdam, Proc. Lect. Science. 8. Bd. S. 1255 
bis 1265. J. Botke, A Contribution to the knowledge of the phylogeny of the 
wing-pattern in Lepidoptera, chenda S. 1557—1563. 

2) Zeitschr. f. vergleichende Physiologie, 1. Bd. 1924. S. 297—499. 

3) Zeitschr. f. vergleichende Physiologie, 3. Bd. 1926. S. 692—736. 
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wirkungen nur dann zur Geltung kommen, wenn sie während eines 
bestimmten Zeitabschnittes des Puppenstadiums, der sensiblen 
oder kritischen Periode, einwirken. Und zwar erwiesen sich 
in den Versuchen von Weismann, Standfuf, Fischer u. a. 
besonders die jungen Puppen als stark beeinflufbar. Weismann 
und ich verwandten Versuchsreihen mehrerer Jahre darauf, die 
sensible Periode am Beginn der Puppenzeit für mehrere Arten ge- 
nauer zu bestimmen. Dabei erzielten wir mit der Anwendung von 
Temperaturen unter 0° bessere Ergebnisse als mit Erhitzung. Puppen 
von Vanessa urticae, V. io. V. antiopa wurden Temperaturen von 
— 5° bis —10° einen oder ununterbrochen mehrere Tage lang ausge- 
setzt, und die Modifikationsgrade wurden festgestellt, die sich nach 
Beeinflussung der einzelnen Altersstufen ergaben. In keinem Alters- 
stadium vom Zeitpunkt der Verpuppung bis zum 4. Tage reagierten 
sämtliche Puppen vollständig gleich. Der Grad der Abänderung 
war auch bei gleich alten und nach Môglichkeit gleich beeinflufiten 
Puppen verschieden. Die Häufigkeit der Abänderungs- 
grade zeigte jedoch eine eindeutige Abhängigkeit vom Alter der 
gekühlten Puppen: In den ersten Stunden nach Abstreifen der 
Raupenhaut hielten sehr viele Puppen die Kälteeinwirkung nicht 
aus; von den Überlebenden entwickelte sich die Mehrzahl zu nor- 
malen oder schwach abgeänderten Faltern, nur eine geringe Anzahl 
lieferte starke Abweichungen. Mit zunehmendem Alter der beein- 
fluften Puppen sank die Anzahl der normalen und schwach abge- 
änderten Tiere, und die Anzahl der starken Aberrationen nahm 
zu. Im Verlauf des 2. und 38. Tages sank die Môglichkeit, starke 
Abänderungen zu erzielen, wieder herab. Dabei stieg zunächst 
wieder die Anzahl schwacher Abweichungen, die dann weiterhin 
wieder zurückging unter stetiger Zunahme der Anzahl normaler 
Falter. 

Es ist bekannt, daf sich häufig Vorder- und Hinterflügel 
in den Temperaturexperimenten nicht gleich verhalten. Es kann 
vorkommen, daf entweder nur die Vorder- oder nur die Hinter- 
fügel abgeändert sind, oder daf beide verschiedene Abänderungs- 
grade zeigen. Die Abänderungsfähigkeit der Hinterflügel steigt 
früher an und fällt früher ab. Standfuf führte das schon darauf 
zurück, dafi die Hinterflügel den Vorderflügeln in der Entwicklung 
vorauscilen. Süffert konnte feststellen, ,daf gerade im Ent- 
wicklungsheginn die Vorderflügeloberseite gegenüber den übrigen 
Flügelepithelien um ein entsprechendes Stück nachhinkt‘. Das 
spricht dafür, ,daf es auf das Entwicklungsstadinm des Flügelepi- 
thels ankommt, das von dem Temperaturreiz getroffen wird, daf 

e 
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also die Temperatur direkt Differenzierungsvorgänge beeinflufit, die 
sich im Flügel selbst während des betreffenden Stadiums abspielen“ ?), 

Die ganz früh in der Puppenzeit, und die ganz spät noch er- 
zielbaren schwachen Abänderungen auf einem Flügelpaar unter- 
scheiden sich, wenigstens bei den von uns eingehender untersuchten 
Vanessen, nicht wesentlich voneinander. Wenn der Kältereiz 
beim Ausklingen der Empfindlichkeit in der sensiblen 
Periode wirkt, so werden auf dem einzelnen Flügel 
im wesentlichen dieselben Veränderungen hervorge- 
rufen, wie wenn die Einwirkung während des Anstieges 
der Empfindlichkeit stattfindet. Es wechselt der Grad 
der Wirkung auf einer einsinnigen Skala mit dem Zeitabstand 
von dem Maximum der sensiblen Periode. Irgendwelche die spä- 
tere Ausfärbung bestimmenden Prozesse werden mehr oder weniger 
weit in demselben Sinne verschoben. 

Für die zahlenmäfiige Bearbeitung der Versuchsergebnisse wurden 
innerhalb der Modifikationsreihe, die von dem normalen Muster bis 
zu den äuBersten Abweïichern allmählich hinüberführt, eine Anzahl 
von Stufen festgelegt, nach denen die Individuen jeder Altersgruppe 


Abb. 1. Vanessa urticae. Häufigkeitskurven der Variantenklassen der Schmetter- 

linge 1 = normal, 2 — schwach abgeändert, 3 — stark abgeändert nach Kühlung 

der Puppen (—56 bis — 10°, 2 Tage lang). Ordinaten: Prozente der geschlüpften 

Tiere. Abszisse: Alter der Puppen bei der Beeinflussung in Stunden (Altersklassen : 

0—6, 6—12, 12—18 usw. Stunden). Die Tiere wurden vor und nach der Küblung 

in Zimmertemperatur gehalten. Dauer der Puppenruhe der unbeeinfluften Kon- 
trolltiere 11—13 Tage. 


1) F. Süffert, Bestimmungsfaktoren des Zeichnungsmusters beim Saison- 
Dimorphismus von Araschnia levana-prorsa, in : Biolog. Zentralblatt, 44. Bd. 1924. 
S. 178/179. 

Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Kl. 1926. Hoft 2. 10 
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Variantenklassen zugeordnet wurden. Zunächst wurde in 4 Klassen 
(,normal“ und 3 Abänderungsklassen) eingeteilt, später wurden die 
beiden niederen Abänderungsklassen zusammengefafit und 8 Vari- 
antenklassen: 1 — normal, 2— schwach und 3 — stark abgeändert 
unterschieden (Individuen, die den angenommenen Klassengrenzen 
gleich waren, wurden zur hôheren Klasse gerechnet). 

Abb. 1 zeigt den Verlauf der Häufigkeitskurven der 3 Vari- 
antenklassen durch die geprüften Altersstufen für Versuchsreihen 


oO 7/4 24 J6 #4 72 96 720 


Abb.2. Vanessa io. 1,2,3 Häufigkeitskurven der Variantenklassen wie in Abb. 1; 

Ordinaten: Prozente der geschlüpften Kalter. + —:—+ Prozente der Gestorbenen 

auf die Gesamtanzahl der in einer Altersklasse BeeinfluBten. Abszissenwerte : 

Grenzen der Altersklassen. Dauer der Puppenruhe der unbeeinfiuften Kontroll- 
tiere 12—15 Tage. 


von Vanessa urticae (Hinterflügel), Abb.2 für V. io (Hinterflügel ; 
hier ist auch die Sterblichkeitskurve eingezeichnet), Abb. 3 für V. 
antiopa (Hintertlügel). Der Hôhepunkt der sensiblen Periode findet 
seinen Ausdruck in dem Gipfel der Kurve der 8. Variantenklasse und 
den Minima der 1. und 2. Variantenklasse. Die Zu- und Abnahme 
der Sensibilität wird weiterhin dargestellt durch den Verlauf der 
Kurve der Mittelwerte der Altersklassen, berechnet nach 
den 8 Variantenklassen. In Abb. 4 ist die Mittelwertkurve für V. io 
aus zahlreichen Versuchsreihen mit dem Spielraum des dreifachen 
mittleren Fehlers wiedergegeben. Der Vergleich verschiedener Va- 
nessa-Arten zeigt eine weitgehende Übereinstimmung in der Lage 
der sensibeln Periode (Abb. 5); ihr Maximum fand sich für die 
Hinterflügel zwischen 12 und 36 Stunden, für die Vorderflügel 
zwischen 24 und 48 Stunden nach der Verpuppung. 

Der Verlauf der Kurven stimmte in den verschiedenen Ver- 
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Abb.3. Vanessa antiopa. Häufgkeitskurven der Variantenklassen wie in Abb. 1. 
Ordinaten: Prozente der geschlüpften Falter. Abszisse: Puppenalter bei der Be- 
einflussung. Altersklassen: 0—12, 12—24, 24-36 und 24—48, 48—72 usw. Dauer 
der Puppenruhe der unbeeinflu$ten Kontrolltiere 13—16 Tage. 
suchsreihen auch für dieselbe Falterart nicht vôllig überein. Viel- 
leicht varüert die Empfindlichkeit des Materials. Der angewandte 
Kältegrad war nicht immer ganz gleich. Vor allem aber war es 
uns in Freiburg nicht môglich, alle Falterportionen während der 
ganzen Entwicklungszeit bei gleicher Zuchttemperatur zu halten. 
Wie die Entwicklungsgeschwindigkeit und damit auch Eintritt und 
Ablauf der sensiblen Periode von der Temperatur abhängt, geht 
aus überaus sorgfältigen Versuchen von Prochnow hervor!) Im 
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Abb. 4 Mittelwertkurve für Vanessa io mit dem Spielraum + 3 m (gestrichelte 

Kurve). Ordinaten: Variantenklassenwerte (vgl. Abb. 2). Abszissenwerte: Grenzen 

der Altersklassen. Für jede Altersklasse ist oben die gesamte Anzahl der beein- 
fluften Tiere, die schlüpften, angegeben. 


1) 1. c. oben S. 120, Anm. 1 und O. Prochnow, Die analytische Methode bei 
der Gewinnung der lemperatur - Aberrationen der Schmetterlinge, in Biolog. Cen- 
tralbl. 34. Bd. 1914. S. 302—308. 

. 10* 
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Abb.5. Mittelwertkurven I von Vanessa io, II von V. urticae III von V. antiopa. 
Ordinaten: Variantenklassenwerte. Abszisse: Puppenalter in Stunden. 


ganzen stimmt die von uns gefundene Lage der sensiblen Periode 
recht gut mit den Befunden von Prochnow und Süffert!) 


überein. 
In Abb. 6 ist die in einer Versuchsreihe von uns festge- 
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Abb. 6 Abb. 7 
Abb. 6. Vanessa antiopa. Mittelwertkurven des Hinterflügels (1) und des Vorder- 
flügels (11). Ordinate: Variantenklassenwerte (4 Klassen, vgl. S. 126). Abszisse : 
Grenzen der in diesêr Versuchsreihe untersuchten Altersklassen. 


Abb.7. Araschnia levana-prorsa. Mittelwertkurven des Hinterflügels (I) und des 
Vorderflügels (11). Zahblen nach Süffert (vgl. Text). Ordinaten: Varianten- 
klassenwerte. Abszisse: Puppenalter in Stunden. 


stellte Lage der sensiblen Periode für Hinter- und Vorder- 
flügel bei V. antiopa wiedergegeben, in Abb.7 die entsprechenden 
Kurven für die Erzeugung der levana-Form aus Sommerpuppen 
von Araschniu levuna-prorsa nach Süffert?) (nach den Zahlen- 


1) L c. oben S. 125, Anm.1. 
2) 1. c. oben. 
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werten seiner Treppenkurven; als Klassen wurden zusammenge- 
faft: 1— prorsa, 2 = 1.+2. Übergangsform, 3 — 3. bis 6. Über- 
gangsform zu levana nach Süffert). 

Besonders reizte mich nun die Gattung Argynnis zu eingehen- 
derer Untersuchung. Da$ ihre Arten stark modifizierbar sind, war 
aus vereinzelten Funden im Freien') und einigen Temperaturver- 
suchen?) bekannt. Ihr Zeichnungsmuster aus zahlreichen Einzel- 
flecken ist offenbar ursprünglicher als das der Vanessen. Während 
sich bei diesen das vielfarbige Muster aus verschieden pigmentierten 
und strukturierten Schuppen zusammensetzt, besteht bei Argynnis 
paphia die Zeichnung auf der Flügeloberseite nur aus schwarzen 
Flecken auf rotgelbem Grunde. Die Modifikationen der Flügel- 
zeichnung erschôpfen sich im Wesentlichen in dem Wechsel der 
Anzahl und des Orts der schwarzen Schuppen. So er- 
schien mir das Problem hier einfacher zu liegen als für die bunten 
Vanessen. 

Ich habe Versuche mit Argynnis paphia und À. latonia ange- 
stellt und auch älteres Weismannsches Versuchsmaterial über- 
nommen. Bei dem Versuch, die sensible Periode der Flügel- 
zeichnung, wie bei den Vanessen, festzustellen, zeigte sich jedoch 
eine unerwartete Verwicklung: Bei den Vanessen lassen sich die 
aus Frostversuchen erhaltenen Modifikationen der Flügelzeichnung 
in eine Folge von Stufen ordnen, die von ganz geringfügigen bis 
zu den extremen Abänderungen hinüberführen. Bei Argynnis ist 
das nicht môglich. Bei sehr vielen Faltern findet man auf einem 
Flügelpaar gewisse Teile der Zeichnung sehr weit von der ge- 
wôhnlichen Ausbildung entfernt, während andere Zeichnungsteile 
normal oder in einem anderen Sinne verändert sind. Bei andern 
Stücken sind starke Abänderungsstufen mehrerer Zeichnungsteile 
vereinigt. Auch bei den Vanessen ist häufig, besonders in den nie- 


1) vgl. u. a. B. Friedländer, Eine Aberration von Argynnis paphia, Ber- 
liner Entom. Zeitschr. Bd. 32. 1888. S. 491—494. Taf.II. Abb. 1; —Ed. G. Hon- 
rath, Einige Varietäten, Abnormitäten usw. von Lepidopteren, ebenda Bd. 32. 
S. 495, Taf.Il. Abb. 2; ferner zwei von Pramer vorgelegte Argynnis paphia- 
Aberrationen, in: Jahresber. des Wiener entom. Vereins, Chronik, Jg. III. 1892, 
S.7 und IV. 1894, S.3. Taf.I, Fig. 2, 8. — C. Frings, Einige merkwürdige 
Aberrationen, Societas entomolog. 15. Jahrgg. 1900/01. S. 2. 

2) u.a. M. StandfuB, Über die Gründe der Variation und Aberration des 
Falterstadiums bei den Schmetterlingen, Insektenbôrse, 12. Jg. 1895, S. 18. — 
Merrifield, Exhibitions Octob. 6 th, Proc. Entom. Soc. London 1897, S. 48. — 
C. Frings, Berichte über Temperaturexperimente im Jahre 1901, Soc. entom. 
17. Jg. 1902/03. S. 35; desgl. im Jahre 1902, ebenda 18. Jg. 1903/04, S. 20. — 
desgl. in den Jahren 1903—1904, ebenda, 19. Jg. S. 172. 
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deren Abänderungsgraden, die Abänderung der einzelnen Teile der 
Zeichnung eines Flügels nicht vôllig gleich stark, aber man kann die 
ganze Reïhe doch stets eindeutig in ,schwache“ und ,starke“ Ab- 
weichungen abteilen. Bei Argynnis entsteht eine solche Mannig- 
faltigkeit von Kombinationen im Zeichnungsmuster, daf eine ein- 
reihige Anordnung der Modifikationen der ganzen Flügelzeichnung 
unmôglich ist. 

Für gewisse Gruppen von Zeichnungselementen läft 
sich aber eine einheitliche Variationsreihe feststellen. Die Glieder 
jeder Gruppe ändern sich gleichzeitig im gleichen Sinn. 
Die verschiedenen Gruppen ändern sich mehr oder we- 
niger unabhängig von einander. Zwei solche ,Abände- 
rungssysteme“ fielen mir zuerst durch ïhr verschiedenes Ver- 
halten auf: In der äuferen Hälfte der nor- 
malen Flügel (Abb.8) verlaufen zwei Reïhen 
von Flecken in den Zwischenräumen zwischen 
den Längsadern. Einige Stufen der Varian- 
tenreihe dieser Fleckenreïhenist in Abb.Ia—e , 
dargestellt. Die verschiedenen Varianten sind A 
gekennzeichnet durch die wechselnde Gestalt Z 
der Flecken und wechselnde Ausdeh- = 
nung des schwarzen Pigments, also die An- \ 
zahl der schwarzen Schuppen. Die 
bei der gewüôhnlichen Form, je nach dem 
Feld, eifürmigen, stumpf-viereckigen, fünf- 
eckigen oder halbmondfôrmigen Flecken 
strecken sich in der Richtung der Verbin- 
dungslinie zwischen den beiden Flecken eines Abb.8. Argynnis paphia ® 
Feldes. Schlieflich verschmelzen die Flecken Normale Flügel. 
paarweise zu einem cinzigen Element. Bei Beginn. der Abänderung, 
die durch den Anfang der Fleckverschmelzung gekennzeichnet ist 
(Abb. 9b), erscheint das schwarze Pigment gegenüber der Norm 
vermindert. Mit dem Fortschreiten der Verschmelzung nimmt das 
Pigment zu, sodaf grofie schwarze Längsstreifen oder langeifôrmige 
Flecken entstehen, die wie eine Augenfleckenrceihe über die 
Flügel gelagert sind. Diese ,Augenflecken“ sind von der ,aberratio 
ocellatu Frings“1) längst bekannt.  Als stärkster Reizerfolg tritt 
schliefilich an den vollständig verschmolzenen Flecken wicder eine 
Pigmentverminderung ein. 


1) C. Frings, Berichte über l'emperaturexperimente im Jahr 1901, Societas 
entom. 17. Jg. 1902/03. $S. 35. 
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Diese Abänderungsfolge der Pigmentmen ge mit zunehmender 
Wirkungsstärke, — zuerst Pigmentverminderung, dann Pigmentver- 
mehrung, schliefilich wieder Pigmentverminderung —, stimmt mit Be- 
fanden überein, die Henke !) und Schlottke ?) für die Beeinflussung 


Abb.9. Argynnis paphia. Variantenreihe des ,Augenfleckensystems“. 


der Pigmentierung bestimmter Kürperbezirke bei Pyrrhocoris und Ha- 
brobracon erhalten haben. Bei Habrobracon reagicren empfindliche Sta- 
dien der Puppe auf schwache Kältereize mit einer Aufhellung, aut 
starke mit einer Verdunkelung der Dorsalsecite des Torax gegenüber 
der Norm. Bei mittleren Reizen geht die Pigmentierung von der Aunf- 
hellung bei schwachen zu der Verdunkelung bei starken durch den 
Normalwertstetig über. Bei stärksten Reizen kehrt die Pigmentierung 
zum Normalwert zurück. Bei Pyrrhocoris zeigt sich die Fleckverkleine- 


123 Anm: 2. 


8. S. 
s. S. 123 Anm. 3. 
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rung bei schwachen Reizen mit erhôhter Temperatur am Halsschild. 
Stärkere Reize aller Art erzeugen in allen Regionen Pigmentver- 


a b c d 
Abb. 10. Argynnis paphia. Variantenreihe des ,Querbindensystems“. 


a b c 
Abb.11. Argynnis paphia. Variantenreïhe des ,Randfleckensystemst. 


mehrung. Auf dem Elythren geht diese wieder zurück bei äuBersten 
ertragbaren Reizen. Unsere Doppelfleckenreihe bei Argynnis zeigt 
zweimal eine Senkung der Pigmentmenge unter die Norm, also ein 
wiederholtes Durchlaufen der Pigmentmengenkurve durch den nor- 
malen Wert. Wenn auf diesem Wege die Pigmentmenge gewisser 
Varianten auch der Norm gleich wird, läft sich an der Formver- 
änderung der Flecken doch unmittelbar erkennen, daB der Reiz 
nicht wirkungslos geblieben ist. Bei Habrobracon läBt sich eine 
Wirkung mittlerer und stärkster Reize, nur aus dem Gesamtver- 


lauf der Pigmentierungskurve für die verschiedenen Reizgrade er- 
schlieRen. 
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Die Fleckenverschmelzung in dem ,Augenfleckensystsm“ 
von Argynnis ist nicht einfach eine Folge erhôhter Pigmentbildung, 
die mehr Schuppen erfaft, sondern ein davon nicht unmittelbar 
abhängiger Lokalisationsvorgang, der je nach der Reizwir- 
kung ôrtlich verschiedene Schuppen betrifft. 

Ein zweites System von gleichzeitig und gleichsinnig veränder- 
lichen Elementen umfaft zunächst eine Reïhe von Flecken, die 
weiter nach der Flügelwurzel zu zwischen den Adern liegen. Beim 
gewühnlichen Falter (Abb. 8 u. 10a) fügen sich diese Flecken auf 
dem Hinterflügel zu einer etwas gebrochenen Querbinde zusammen; 
auf dem Vorderflügel sind sie gegeneinander stark verschoben, und 
ihre Zusammenggehärigkeit tritt nicht ohne weiteres hervor. Diese 
wird jedoch bei starker Kältereizwirkung sehr deutlich. In den fort- 
geschrittenen Abwandlungsstufen schliefen sich die Flecken zu einer 
über Vorder- und Hinterflügel fortlaufenden Querbinde zusammen 
(Abb.10 c, d). Auch in diesem System setzt die beginnende Abänderung 


É Â 


a b c 
Abb. 12. Argynnis paphia. Varianten des Süffertschen Systems der 
»Hoblelemente“. 


mit einer Pigmentverminderung ein. Die Flecken werden kleiner, 
z. T. auf wenige, nicht in geschlossenem Verband stehende schwarze 
Schuppen beschränkt (Abb.10b, Abb.18b). Ein weiteres Abände- 
rungssystem besteht aus einer Reihe von rautenfürmigen Flecken, 
die nahe dem Aufenrande auf den Längsadern liegen (vgl. Abb. 8). 
In Abb. 11 sind einige seiner Abwandlungsstufen abgebildet. Ubrig 
bleiben nun noch einige Flecken, die nicht einer über die ganze 
Flügelbreite quer hinüberlaufenden Fleckenreihe angehôüren, und 
die sich im Temperaturexperiment unter sich verschieden verhalten. 
Wir lassen sie zunächst beiseite. 
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Die in Abb. 13a bis e wiedergegebenen Falter zeigen Beispiele 
für verschiedene Kombinationen der besprochenen veränderlichen 
Teilsysteme der Zeichnung. Die Mannigfaltigkeit wird noch da- 
durch vergrüBert, daB Vorder- und Hinterflügel sich, wie nach den 
Erfahrungen an Vanessen zu erwarten war, verschieden verhalten. 
Die Kombination verschiedener Abänderungsstufen der einzelnen 
Systeme kommt offenbar dadurch zustande, daB die verschiedenen 


Abb. 13. Flügel von Argynnis paphia-Individuen aus Frostversuchen. à, b, ed d; 
c, d,f,g?? Beeinflussungsalter: a 0—12, b 12—24, c 48—72, d, e, f(g — Unter- 
seits zu f) 24—48 Stunden. 


Systeme auf gleiche Reize zur selben Zeit nicht gleich ansprechen 

. r , ? 
mit andern Worten, daf die verschicdenen Systeme ver- 
schiedene sensible Perioden besitzen. Die Verschicdenheiten 
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im Verhalten zwischen einzelnen Gruppen von Zeichnungselementen 
auf demselben Flügel bei Argynnis entspricht also der Verschieden- 
heit, die sich (bei einmaliger Temperaturreizung zu bestimmter 
Zeit) zwischen Vorder- und Hinterflügel geltend macht(vgl.S. 125,128). 
Die nächste Aufgabe muñ sein, die sensiblen Perioden für die ein- 
zelnen'Systeme der Zeichnungselemente festzulegen. Das ist mir 
bisher erst unvollkommen gelungen; denn es war mir noch nicht 
môglich, eine hinreichend grofe Anzahl von Individuen unter glei- 
chen Aufzucht- und Reizbedingungen zu behandeln. Immerhin tritt 
das Auseinanderfallen der sensiblen Perioden des ,Querbindensystems“ 
und des , Augenfleckensystems“ in der statistischen Verarbeitung 
des bisherigen Versuchsmaterials schon deutlich hervor. Innerhalb 
jeder beeinflufiten Altersklasse wurden bei den abgeänderten Tieren 
die einzelnen Systeme getrennt beurteilt. Für jedes System wurden 
8 Variantenklassen aufgestellt (1 = normal, 2 — schwach abge- 
ändert, 3 = stark abgeändert), die jeweils durch einen bestimmten 
Abänderungsgrad von einander abgegrenzt wurden. Untenstehende 
Tabelle zeigt die Mittelwerte und die zugehôrigen Beträge der 
dreifachen mittleren Fehler in den Altersklassen vom 1., 2. und 8. 
Tag für das Augenfleckensystem und das Querbindensystem auf dem 
Hinterflügel. Am 3. Tag fallen alle abgeänderten Falter in Bezug 


Mittelwert M+3m 
Puppenalter in Stunden  0—24 24—48  48—72 
Hinter- | Doppelfleckenreihe 2,29 +0,33 2,34 + 0,33 1,29 + 0,45 
flügel | Querbinde 118+0,20 2,14 + 0,36 3,0 


auf das Querbindensystem in Klasse 3, während die Wirkung auf 
das Augenfleckensystem hier sehr gesunken ist. Die Empfindlichkeit 
der verschiedenen Systeme und die Art ihrer Veränderung soll 
noch weiter untersucht werden. 

Zu einer Mitteilung meiner bisherigen Befunde an Argynnis 
habe ich mich vor allem deshalb entschlossen, weil sich aus ihnen 
eine neue Beziehung phylogenetischer Art ergeben hat: 
Die in den Temperaturexperimenten hervortretenden Systeme von 
Zeichnungselementen stimmen in ganz auffallender Weise überein 
mit ,systemartigen Einheiten der Zeichnung“, welche sich durch 
reine Vergleichung der Flügelzeichnung zahlreicher verschie- 
dener Arten als Grundbestandteile des Zeichnungsmusters 
für groBe Schmetterlingsgruppen, insbesondere für die nymphaliden- 
artigen Tagschmetterlinge, ergeben haben. Es handelt sich um 
die schon mehrfach (Eimer, Dixey) behandelten Systeme von 
Querbinden, die neuerdings Süffert wieder untersucht hat. 


136 Alfred Kübn, 


Herr Dr. F.Süffert hat mir seine Ergebnisse hierüber im Sommer 
1925 in Freiburg mitgeteilt und seine Vorstellungen über ,das 
Symmetriesystem der Schmetterlingszeichnung* eingehend in einem 
Vortrag im Februar 1926 in meinem Seminar in Gôttingen darge- 
stellt und durch ein grofies Tatsachenmaterial begründet!). Die 
überraschenden Beziehungen zu den oben beschriebenen, schon 1912 
von mir beobachteten und getrennt gezeichneten Abänderungssys- 
temen muBten nun sofort auffallen. Ich bin Herrn Dr. Süffert dafür, 
daB er mir seine Befunde vor ihrem Erscheinen im Druck zugäng- 
lich und verwendbar gemacht hat, zu lebhaftem Dank verpflichtet. 
In Abb. 14 ist das Grundschema der Nymphalidenzeichnung von 
Süffert wiedergegeben. 

Wir unterscheiden 4 Gruppen von Querelementen: 

1. Die Hohlelemente: a) Ein Fleck auf der die Discoidal- 
zelle abschliefenden Querader: Discoidalfleck (D), b) Eine 
Binde quer über den ganzen Flügel, etwa die Mitte der Discoidal- 
zelle schneidend: Hohlbinde (4), c) Eine Binde quer über die 
Flügelwurzel: Wurzelbinde(W}). Diese drei Elemente zeichnen 
sich dadurch aus, daB sie, wie der Name ausdrücken soll, nicht 
einfache kompakte Binden sind, sondern daf in sehr vielen Fällen 
ihr Inneres heller_ ist, von dunkeln, manchmal mehrfach zusammen- 
gesetzten Rändern begrenzt. Sie zeigen ihre innere Zusammenge- 
hôürigkeit auferdem häufig durch gleiche Färbung und durch be- 
sondere Persistenz bei Reduktion der übrigen Zeichnung in der 
Artenreihe. 

2. Das Centrale Symmetriesystem: Zwei Binden quer 
über den ganzen Flügel, die in gewissen klaren Källen, wo jede 
von ihnen aus mehreren ungleichartigen Elementen zusammengesetzt 
ist, ihre Zusammengehôrigkeit dadurch erweisen, daf ihre Struktur 
in Bezug auf die Flügelmitte beziehungsweiïse die Discoidalquerader 
symmetrisch angeordnet ist. Die eine — Innenbinde des cen- 
tralen Symmetriesystems (Cp) — verläuft proximal von der Dis- 
coidalquerader, also durch die Discoidalzelle, aber stets distal von 


1) 8. auch die schon 1924 für das Handbuch d. Entomologie gegebene Dar- 
stellung von Süffert: ,Das Symmetriesystem der Schmetterlingszeichnung“ (er- 
schienen 1926 in dem Aufsatz von Prochnow (vgl. S. 120, Anm. 1) S. 444—46). 
— Zu fast ganz gleichen Ergebnissen wie Süffert ist auch Schwanvwitsch ge- 
kommen. Auf seine Arbeiten macht mich Herr Dr. Süffert aufmerksam, dem sie 
auch erst jetzt bekannt wurden: On the Ground-plan of Wing pattern in Nym- 
phalids and certain other Families of the Rhopalocerous Lepidoptera, Proc. Zool. 
Soc. London 1924, S. 509—598, 4 Tafeln; — On the Modes of Evolution of the 
Wing pattern in Nymphalids etc., ebenda 1926, S. 493—508. 
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H\; die andere — AuBenbinde des centralen Symmetriesystems 
(Cd) — verläuft distal von der Discoidalquerader, aber stets proxi- 
mal von der Ocellenreihe. Beide schneiden aus der Flügelfläche 
ein mittleres Feld heraus, als dessen beiderseitige Begrenzung sie 
erscheinen. Dieses Feld (Centralfeld) unterscheidet sich häufig durch 
seine Färbung vom Rest der Flügelfäche. 


Abb. 15 


Abb. 14. Schema der Nymphalidenzeichnung, Original von Süffert. W Wurzelbinde, 

H Hobhlbinde, D Discoidalfleck, Cp Innenbinde, Cd AuBenbinde des ,centralen 

Symmetriesystems“, © Ocellenreihe, Op und Od zum ,ocellaren Symmetriesystem“ 
gehürende Binden. R,, R, Randbinden. 


Abb. 15. Schema des Argynnis paphia-Flügels. Die Flecken, die den Süffert- 

schen Systemen angehôüren, sind in verschiedener Weise, die zusammengehôrenden 

jeweils gleichartig gezeichnet. Hohlelemente: Wurzelbinde W, Hohlbinde AH, Dis- 

coidalfieck D, quergestrichelt; Innenbinde Cp und AuBenbinde Cd schwarz, Ele- 

mente des Ocellarsystems © dunkel-punktiert; innere Randbinde R, schwarz. (Für 

den hell-punktiert gezeichneten überzähligen Fleck zwischen Cd und O läBt sich 
eine Systemzugehôürigkeit nicht sicher angeben). 


8. Das ocellare Symmetriesystem: Die Ocellenreihe 
(0), bei den Nymphalidenartigen weit verbreitet und im ganzen 
auf sie beschränkt, ist ein Zeichnungselement ganz besonderer Art. 
Im Gegensatz zu den bisher genannten durchlaufenden Bändern 
besteht sie aus einer Querreihe punktfôrmiger Centren im distalen 
Flügelteile. Zwischen je zwei Längsadern in der Mitte der Zelle 
liegt ein Zentrum, das den Mittelpunkt einer rhythmischen Anord- 
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nung koncentrischer Kreise bildet. In deren Ausbildung gibt es 
die verschiedensten Grade der Komplikation vom einfachen Punkt- 
fleck bis zum vielringigen Ocellus. Diese Ocellenreihe als ganzes 
kann nun distal und proximal begleitet sein von durchlaufenden 
Binden, die ihre Zusammengehürigkeit und ihre Zugehôrigkeit zum 
Ocellensystem, dadurch beweisen, daf sie in Bezug auf die Ocellen- 
reihe symmetrisch angeordnet und in sich strukturiert sind. Es 
kônnen jederseits eine oder mehrere Binden verlaufen. Eine proxi- 
mal und eine distal verlaufende sind in Abb. 14 eingezeichnet. Die 
Ausbildung des Ocellar-Symmetriesystems ist meist nicht so reich 
und klar wie die des centralen. Im Unterschied zu diesem handelt 
es sich um eine sekundäre Erwerbung der Nymphalidenartigen. 
Nur in wenigen Fällen tritt die Symmetrie hier vôllig eimwandfrei 
zu Tage. Häufig kônnen nur vergleichende Studien zur Überzeu- 
gung führen, daf es sich bei bestimmten Elementen um Teile des 
ocellaren Systems handelt. Dies ist z. B. der Fall bei der ,blau- 
gekernten Randbinde“ der Vanessen, die man zunächst zu der gleich 
zu nennenden Gruppe der Randbinden zählen môchte; und dasselbe 
liegt vor bei der äuBeren, zwischen den Längsadern gelegenen Reihe 
von Flecken der Argynnis paphia. Heranziehung der engeren und 
weiteren Verwandtschaft macht es indessen sehr wahrscheinlich, 
da diese Flecken Od entsprechen. 

4 Die Randbinden, in zahlreichen Fällen 2, von denen die 
eine (À 1) auf dem Rande selbst liegt, die andere (A 2) in kleinem 
Abstande demselben parallel läuft. 

Damit ist nur das Schema gegeben. Die Verwirklichung in 
den einzelnen Fällen ist auferordentlich vielgestaltig und für die 
einzelnen Verwandtschaftsgruppen häufig charakteristisch. Insbe- 
sondere wechselt die Deutlichkeit, mit der die einzelnen Systeme 
von einander unterschieden werden künnen, sehr stark. Bei Argynnis 
z. B. ist die Gesamtzeichnung in hohem Mafe homogen geworden. 
Weiterhin findet oft eine Auflôsung der durchlaufenden Binden in 
Fleckenreihen statt, was der Gattung Argynnis z. T. ihr charak- 
teristisches Gepräge gibt. Jede Querbinde wird durch die Ader, 
über die sie hinwegläuft, in einzelne Stiücke zerschnitten. Diese 
Stücke erlangen häufig eine gewisse Selbständigkeit, indem sie lings 
den Adern gegeneinander verschoben sind. Durch solche , Verwer- 
fungen“ künnen Flecken so weit von einander getrennt werden, 
daf ihre Zusammengehôrigkeit nur durch genaue Ænalyse festge- 
stellt werden kann“, 


1) Briefliche Darstellung von Süffert. 
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In Abb. 15 ist die Anwendung des Süffertschen Schemas 
auf Argynnis paphia ç dargestellt (vgl. Abb. 8). Die zu einem 
System gehôürenden Flecken sind jeweiïls schematisch in gleicher 
Weise gezeichnet. Der Discoidalfleck ist auf Vorder- und Hinter- 
flügel charakteristisch ausgebildet. Wurzelbinde und Hohlbinde 
sind nur auf dem Vorderflügel vorhanden. Die Innenbinde ist auf 
dem Vorderflügel auf die Discoidalzelle beschränkt, auf dem Hinter- 
flügel ist das entsprechende Element sehr schwach oder fehlt. 
Ziemlich vollständig ist die Aufenbinde entfaltet, die, besonders 
auf dem Vorderfiügel, starke Verwerfungen aufweist. Von den 2 
Randbinden besteht die innere aus der Folge von rautenfürmigen 
Flecken auf den Längsadern. Vergleicht man das Schema Abb. 15 
mit den Abbildungen 9—12, so springt die Übereinstimmung der 
Süffertschen Systeme mit den Abänderungssystemen in die Augen. 
Die Verwerfungen der Aufenbinde werden ausgeglichen (Abb. 10 u. 
13c). Die aus der Artenvergleichung wahrscheinliche (s.S. 188) Zu- 
sammengehôrigkeit der beiden äuBeren Zwischenaderfleckenreihen 
als ,Ocellarsystem“ von Argynnis wird durch die Verschmelzung 
der jeweiligen Flecken desselben Feldes vollständig bestätigt. Vor 
allem erscheint mir bedeutungsvoll, da in den Frostversuchen 
nicht nur Elemente desselben Flügelquerschnitts, also gleichen Ab- 
stands von der Flügelwurzel, ihre Systemzugehôürigkeit zeigen : 
Die oben zunächst beiseite gelassenen nicht zu einer durchlaufenden 
Fleckenreihe gehôrenden Zeichnungselemente fügen sich in das Bild 
ein; die von Süffert als ,Hohlelemente“ bezeichneten Gebilde 
(W, H, D) heben sich durch ihre gleichmäfig geringe Abänderungs- 
fähigkeit heraus (Abb. 12, 13); mit der Aufenbinde ändert sich 
gleichzeitig und gleichsinnig der vorhandene Teil der Innenbinde, 
gehôürt also mit jener Querbinde auch zum selben Abänderungs- 
system (Abb. 15 Cp»; Verminderung: Abb. 10 b, 13b, VergrôBerung: 
Abb. 10c, d, 13c—e). | 

Auch bei starker VergrüBerung der einzelnen Zeichnungsele- 
mente bleiben die einzelnen Systeme noch weitgehend von einander 
getrennt. Hiervon machen cinzelne Flecken cine Ausnahme. Für 
die Innenbinde (Cy») des Vorderflügels besteht nach auben zu eine 
Grenze, die von jener nur selten überschritten wird (vgl. Abb. 10e. d 
mit Abb.18c—e). Nach der Klügelwurzel zu kann sie sich aber 
bis zum Zusammenfluf mit der Hohlbinde (/7) verbreitern (vgl. Abb. 
13c,e; in e ist teilweise noch ein Zwischenraum sichtbar). Auf dem 
Hinterflügel neigen die beiden Elemente der Aufenbinde m den Inter- 
costalfeldern auBerhalb der Discoidalzelle dazu, mit dem Discoidal- 
fleck zusammenzuflicBen (Abb. 13d). Aubenbinde und Randbinde 


' 
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treten durch Pigmentausbreitung entlang den Adern in Verbindung 
(Abb.13 d,e). Scharf aber bleiben dazwischen die Ocellarflecken durch 
brillenartige helle Ränder abgesetzt!). Dabei tritt eine eigentüm- 
liche entwicklungsphysiologische Beziehung zwischen benachbarten 
Pigmentierungsbezirken hervor, die das Gegenstück zur , Verschmel- 
zung“ ist: Das den Adern entlang sich ausbreitende Pigment dringt 
in zwickelfôrmigen Fortsetzungen in die Intercostalfelder zwischen 
den inneren und äuBeren Fleck des Ocellarsystems vor, wenn diese 
getrennt oder unvollständig verschmolzen sind (Abb. 13 c, d, Hinter- 
flügel); es bleibt auf einen schmalen Streifen entlang der Ader 
beschränkt, wenn in jedem Intercostalfeld ein grofier eifôrmiger 
Augenfleck liegt (Abb. 13d, Vorderflügel). Es scheint um die 
Ocellarflecken ein schmaler ,AbstoBungsbezirk“ zu bestehen. 
Der Discoidalfleck (Abb. 18 c, e) des Vorderflügels erscheint zu aller- 
meist durch helle Lücken von den umgebenden Flecken getrennt. 
Die Ausbildung fast ganz schwarzer Flügel (Abb.138f), die 
man bei Frostwirkung, besonders am 3. Puppentage, erhalten 
kann, beruht nicht auf einem allmählichen Fortschreiten der Fleck- 
vergrôBerung, sondern darauf, daf Pigment auBerhalb der 
Zeichnung, schwarze Schuppen zwischen den Flecken, auftreten 
(Abb. 13e) und schlieflich den ganzen Untergrund bedecken (Me- 
lanismus, spez. Skotasmus im Gegensatz zu der nigristischen 
Ausbreitung der pigmentierten Bezirke der Flügelzeichnung ?)). 
Die Ocellarflecken kônnen dabei entweder verschmolzen oder un- 
verschmolzen, auf ihre ursprünglichen Bezirke beschränkt sein, wie 
die Flügelunterseite zeigt (Abb. 13 g). 

Die Temperaturversuche an Argynnis zeigen, da diejeni- 
gen Zeichnungselemente, welche sich in ihrer Abän- 
derung in der Artenreihe als zusammengehôrig er- 
weisen, auch im Temperaturexperiment gemeinsam 
modifizierbar sind. 

Hieran schliefit sich ein weiteres Problem: Es ist wiederholt 
festgestellt worden, daB bei den Nachkommen von Faltern, die 
durch Kältewirkung abgeändert waren, gleichsinnige Verände- 
rungen, wWenn auch in geringerem Grade, auftraten *). Dieser Befund 


1) Eine Ausnahme kommt nur in dem Intercostalfeld des ,überzähligen 
Flecks“, — vgl. Abb.15 —, vor. Dieser Fleck kann bei bestimmten Varianten 
sich mit Querbinden- und Ocellarfieck dieses Intercostalfeldes verbinden (Abb. 13 c). 

2) vel. P. Schulze, Vorläufige Leitsätze zu einer Theorie der geschwärzten 
Insektenformen. Dtsch. entomol. Zeitschr. 1918, Sitzungsber. S. 173—177. 

3) M. StandfuB, Experimentelle zoologische Studien an Lepidopteren, 
Denkschr. d. Schweiz. Naturf. Ges. 36, Bd. 1898; E. Fischer, Experimentelle 
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hat in den Erôrterungen über die ,Vererbung erworbener Eigen- 
schaften“ eine grofe Rolle gespielt. Man hat daraus geschlossen, 
daB die Modifizierung des Falters auf die Erbanlagen zurückwirken 
kônne, oder da eine gleichsinnige ,Parallelinduktion“ der Ent- 
wicklungsfaktoren in der Flügelanlage und der Erbfaktoren in den 
Keïmzellen stattfinde, sei es, daf der Temperaturreiz unmittelbar 
oder mittelbar durch eine Stoffwechseländerung im Kürper auf die 
Kôrperzellen und Keimzellen wirkt. V. Haecker!) macht aber 
mit Recht darauf aufmerksam, daB es sich vielleicht um einen Fall 
von ,fakultativ-identischer Scheinvererbung“ handle, d.h. ,mehr 
gelegentliche Übereinstimmung der Eltern und Kinder, die dadurch 
zustande kommt, dafi durch äufere Reize im elterlichen Organis- 
mus Gleichgewichtsstôrungen allgemeinerer Art hervorgerufen wer- 
den“, ...,konstitutionelle Erschütterungen des Keimplasmagefüges. 
Aus den so geschwächten Kéimzellen werden dann Nachkommen 
entstehen, die naturgemäf nicht ganz vollwertig sind und allerlei 
Aberrationen zeigen, unter denen sich gelegentlich — fakultativ — 
auch solche vorfinden, die mit denjenigen der Eltern identisch sind“. 
Wenn bei den Vanessa-Versuchen von Standfuf die Verschieden- 
heiten zwischen den Nachkommen extrem abgeänderter Eltern im 
wesentlichen verschiedene Grade der selben Abänderungsreihe sind, 
läft sich nicht entscheiden, ob eine allgemeine Konstitu- 
tionsstôrung oder die Abänderung eines bestimmten erb- 
lichen Charakters bei den Nachkommen vorliegt. Man kônnte 
erwarten, daB das viel leichter bei Argynnis zu entscheiden wäre, 
wo durch die Kälteeinwirkung zu verschiedenen Zeiten so stark 
und charakteristisch verschiedene Zeichnungsmuster erzeugt werden. 
Auch stark abgeänderte Falter sind vielfach durchaus lebenskräftig. 
Die wiederholt schon in Freiburg ausgeführten Versuche, aus ihnen 
Nachkommen zu ziehen, sind allerdings, wie damals auch bei nor- 
malen Tieren in Gefangenschaft, fehlgeschlagen. Nach E. Fischers 
neuerlichen glänzenden Zuchterfolgen mit Argynnis?) scheinen solche 
Versuche jedoch für die Zukunft nicht aussichtslos. 


Untersuchungen über die Vererbung erworbener Eigenschaften. Allg. Zeitschr. f. 
Entom. 6. Bd. 1901, S. 49, 363, 377. — Weitere Untersuchungen usw. Ebenda 
7. Bd. 1907, S. 129, 161, 201, 241, 266, 301, 452, 476, 506, 521. Auch A. W eis- 
mann, Vorträge über Deszendenztheorie, 38. Auf. 1913, S. 241. 

1) V. Haecker, Pluripotenzerscheinungen, Jena, 1920, S. 98. 

2) Societas entom. 1916, Nr. 12; 1920, Nr.7 und R. Goldschmidt und 
E. Fischer, Argynnis paphia-valesina, ein Fall geschlechtskontrollierter Verer- 
bung bei Schmetterlingen, II. Bericht über die Zucht, in: Genetica, 4. Bd. 1922, 
S. 249—259. 
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Über das Absorptionsspektrum 
des antirachitisch wirksamen Cholesterins. 


Von 
R. Pohl. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 10. Dezember 1926. 


Die Herren H ef und Weinstock!) haben die Lichtabsorption 
bestrahlten, antirachitisch wirksamen Cholesterins untersucht. Sie 
haben mit spektrographischen Aufnahmen und durch Kontrollver- 
suche mit einer Thermosäule einwandfrei festgestellt, daB ihre 
Cholesterinpräparate durch Bestrahlung mit unzerlegtem Queck- 
silberlicht unterhalb 300 mu erheblich an Durchlässigkeit gewinnen. 
Sie haben daraus geschlossen, daf Cholesterin durch Bestrahlung 
mit ultraviolettem Licht in eine andere Substanz verwandelt wird, 
die für ultraviolettes Licht eine grôBere Durchlässigkeit besitzt. 

Als ich durch Herrn Windaus von dieser Arbeit Kenntnis 
crhielt, interessierte sie mich, von ihrer biologischen Bedeutung ab- 
gesehen, in einem ganz anderen Zusammenhang. Gudden und 
ich?) hatten seit langem bei unsern Untersuchungen über lichtelek- 
trische Leitung von Kristallen einc durch Bestrahlung bewirkte 
sebr charakteristische Anderung des Absorptionsspektrums verfolgt, 
die unseres Erachtens nicht auf einer photochemisehen Reaktion im 
üblichen Sinne, sondern lediglich auf ciner Elektronenverlagerung 
beruht. ES schien, trotz mancherlei gewichtiger Gegengründe, 
nicht ausgeschlossen, daf beim antirachitisch wirksamen Cholesterin 
ein ähnlicher Fall vorläge. 

Es war für mich daher nahcliegend, die oytische Untersuchung 
einer Reihe von Cholesterinpräparaten in Angriff zu nehmen. Ich be- 
richte im Folgenden kurz über die Ergcbnisse, leider ohne die Be- 
stätigung der parallelgehenden Tierexperimente, die die Herren 
HeB, Rosenheïm und Windaus mitteilen werden. 


1) Journ. of Biolog. Chem. 64, 193, 1925. 
2) Die Naturwissenschaften 14, 214, 1926. 
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Die Messungen, auf die ich mich im Folgenden beziehe, sind 
von Herrn cand. phys. ReufB im Mai dieses Jahres begonnen 
worden, und zwar unter Benutzung eines Monochromators mit 
doppelter spektraler Zerlegung. Die Absorptionskoeffizienten x 
wurden für die einzelnen Wellenlängen mit Hilfe eines lichtelek- 
trischen Photometers bestimmt. Es wurden stets Differenzmessungen 
l‘Joiger Cholesterinlôsungen in Alkohol gegen reinen Alkohol aus- 
geführt, um die Schwächung des Lichtes in der Cholesterinlôsung 
von den Reflexionsverlusten an den Quarzfenstern der Trôge und 
von der Eigenabsorption des Lôsungsmittels zu befreien. Fig. 1 
zeigt das Absorptionsspektrum eines unbelichteten Cholesterin-Prä- 
parates, das durch 6 fache Umkristallisation aus Alkohol gewonnen 
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war. Die mehrfach ausgeführten Messungen wurden der Sicherheit 
halber von Herrn cand. phys. Hilsch mit einem anderen und zum 
Teil vollkommneren Instrumentarium ‘) wiederholt. Die Mefpunkte 
der Herren ReuB und Hilsch stimmen so weit gehend überein, daf 
es keinen Zweck hat, die Beobachtungspunkte getrennt einzutragen. 

Fig. 2 zeigt als Krgebnis entsprechender Mefreihen die Ab- 
sorptionskurve des gleichen Cholesterinpräparates nachdem es 
| 1) Geliefert von Spindler und Hoyer GmbH. in Güttingen. 
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20 Minuten mit dem Licht eines Magnesium-Funkens!) bestrahlt 
worden war. 

Die starke Ânderung des A aorpes ions durch die vor- 
angegangene Bestrahlung ist sofort ersichtlich. Die photometrischen 
Messungen bestätigen die qualitativen Befunde der Herren HeB 
und Weinstock in vollem Umfange. 

Welcher Art die erfolgte Ânderung des Absorptionsspektrums 
ist, sieht man am besten, wenn man die Absorptionskoeffizienten 
des bestrahlten von dem des unbestrahlten Cholesterins abzieht. 
Auf diese Weiïse gelangt man zu der punktierten Kurve in Fig. 1, 
die durch die Buchstaben «, B, y bezeichnet ist. Man sieht, daf 
durch die Bestrahlung des Cholesterin-Präparates ein Bandensystem 
verschwunden ist, dessen drei Maxima «, B, y wohl reell sind, wäh- 
rend das Maximum Ô noch als fraglich gelten mufñ. 

Wie dem aber auch sei, auf jeden Fall ist der Absorptions- 
koeffizient des Cholesterin - Präparates bei 280 mu durch die Be- 
strahlung von 0,022 auf 0,01 mm’ heruntergegangen, also auf mehr 
als die Hälfte. Trifft die Ansicht von HeB und Weinstock zu, 
daB das Absorptionsspektrum der Fig. 2 wirklich einer neuen Sub- 
stanz angehôrt, die durch eine photochemische Umwandlung des 
Cholesterins selbst entstanden ist, so müfte etwa die Hälfte des 
ursprünglichen Cholesterins in die neue, antirachitisch wirksame 
Substanz umgewandelt sein. Diese Deutung war jedoch mit den 
chemischen Befunden von Herrn Windaus unvereinbar. Herr 
Windaus konnte auf Grund seiner chemischen Untersuchung mit 
Sicherheit angeben, dafi mindestens 99,5% des ursprünglichen 
Cholesterins bei der Bestrahlung unverändert blieben. 

Bei dieser Sachlage gibt es nur einen Ausweg: Das Banden- 
spektrum «, B, y in Fig. 1 konnte nicht, wie es HeB und Wein- 
stock meinten, dem Cholesterin selbst angehôren. Man muñte es 
irgend einer anderen Substanz zuschreiben, die dem Cholesterin als 
»Farbstoff beigemengt ist. Dabei soll das Wort ,,Farbstoff‘ 
lediglich zum Ausdruck bringen, daf eine Fremdbeimengung ge- 
meint ist, die im Ultravioletten auch bei kleinen Konzentrationen 

D) Die Liniengruppe des Mg bei etwa 280 bis 285 mu erweist sich für die 
optische Umwandlung der Cholesterin-Präparate in ihre antirachitisch wirksame 
Form im Sinne von HeB und Weinstock als besonders gecignet. Man erreicht 
mit 10 Minuten Bestrahlung durch eine kleine Funkenstrecke ebensoviel wie in 
einer Stunde mit dem vollen Licht einer Hg- Bogenlampe, das ja zwischen 300 
und 254 my keine intensiven Emissionslinien enthält. Die Benutzung des Magne- 
sium-Funkenlichtes ist auch deswegen sehr bequem, weil man keine Vorkehrungen 


gegen eine Erwärmung der Cholesterinlüsung bei der Bestrahlung zu treffen 
braucht. 


h* 
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in ähnlichem Ausmafe absorbiert, wie die üblichen Farbstoffe im 
Sichtbaren. Man denke etwa an eine wäfrige Lüsung von Methyl- 
violett 1 : 100 000. 

Traf diese Deutung zu, waren wirklich die Banden «, B, y die 
bei der Bestrahlung und Aktivierung der Cholesterinpräparate ver- 
schwiñden, einem Farbstoff in obigem Sinne zuzuschreiben, so mufte 
es môglich sein, Cholesterinpräparate herzustellen, denen schon vor 
der Bestrahlung die Banden «, B, y fehlen. 

In der Tat gelang es Herrn Windaus, eine ganze Reïhe von 
Cholesterinrräparaten zu gewinnen, in denen schon vor der Be- 
strahlung die Banden «, B, y kaum oder garnicht vorhanden waren. 
Als Beispiel zeigt Fig. 3 Absorptionsmessungen an einem Chole- 
sterin-Präparat, das zweimal durch Bromierung gereinigt worden 
war. Die Maxima «, B, y, die sich in Kurve L bei «By bemerk- 
bar machten, sind kaum noch andeutungsweise zu sehen. Dement- 
sprechend bleibt auch die Bestrahlung mit den Wellenlängen um 
280 mu unwirksam. Man findet nicht mehr die charakteristische 
Ausbleichung, die Hef$ und Weinstock bei der Bildung des 
antirachitisch wirksamen Vitamins als notwendig erkannt hatten. 
Genau so verhält sich ein Cholesterin, das durch Anlagerung und 
Wiederabspaltung von Chlorwasserstoff gewonnen war, ferner ein 
Sitosterin, das ebenfalls über ein Bromid gereinigt worden war. 
Wiederum waren beide Präparate von Herrn Windaus hergestellt. 

Dieser rein physikalisch-optische Befund zeigt also, daf das 
Absorptionsspektrum, dessen Beseitigung durch Bestrahlung nach 
HeB und Weinstock das Cholesterin antirachitisch wirksam 
macht, nicht dem Cholesterin selbst angehôrt, sondern einer spuren- 
weise vorhandenen Beimengung, die im Sinne eines Farbstoffes das 
Cholesterin begleitet. 

Man kann einstweilen diese Beimengung oder diesen ,,Farbstoff* 
noch nicht chemisch fassen. Doch wird man seine charakteristische 
Absorptionsbande bei seiner Anreicherung als Indikator benutzen 
kônnen, etwa ebenso, wie man die radioaktive Strahlung als Indi- 
kator für chemisch nicht mehr faBbare Mengen radioaktiver Sub- 
stanzen benutzt. Ich hoffe, dafi durch diese quantitative optische 
Untersuchung der Windaus’schen Präparate die HeB’sche Ent- 
deckung, die Vitamin-Bildung durch Bestrahlung, weiter aus- 
gebaut werden kann. 


Güttingen, I. Physikalisches Institut der Universität, De- 
zember 1926. 


Zur Wellenmechanik der Stossvorgänge. 
Von 
Max Born. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1927. 


Während die wellenmechanische Formulierung der Quantenge- 
setze nach Schrüdinger für periodische Systeme nicht mehr 
und nicht weniger liefert als die Matrizendarstellung von Heisen- 
berg, Jordan und dem Verfasser, scheint sie besonders geeignet . 
zur Beschreibung aperiodischer Prozesse. Allerdings ist es dazu 
notwendig, die physikalischen Vorstellungen Schrôüdingers 
die auf eine Wiederbelebung der klassischen Kontinuumstheorie 
abzielen, vüllig fallen zu lassen, nur den Formalismus zu über- 
nehmen und diesen mit neuem physikalischen Inhalt zu füllen. 
Man mu annehmen, dafi es ein Führungsfeld gibt, das die 
Wahrscheinlichkeit von diskreten Elementarakten bestimmt. Wie 
kürzlich gezeigt werden konnte, lassen sich auf diese Weise die 
Gesetze des StoBes punktfôrmiger Partikel (Elektronen, «-Teilchen) 
gegen Atome gewinnen; man erhält die qualitativen Eigenschaften 
dieser Vorgänge in Übereinstimmung mit den Beobachtungen. Ein 
quantitatives Ergebnis hat neuerdings Herr Wentzel?) erhalten, 
dem es gelang, das Rutherfordsche Gesetz für die Streuung von 
«-Strahlen aus den allgemeinen Formeln abzuleiten, indem er das 


Coulombsche Potential = des Kernfeldes durch 
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C8 & 

(1) E,, « 
pi 


ersetzte; dadurch trägt er der Abschirmung des Feldes durch die 
1) M. Born, Z. f. Phys. 38, 803, 1926. 


2) Herr G. Wentzel hat mir von dieser Arbcit (Z. f. Phys. 40, 590, 1926) 
noch vor dem Erscheinen in liebenswürdiger Weise Kenntnis gegcben. 
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äuferen Elektronen Rechnung, was zur Erreichung der Konver- 
genz des Verfahrens notwendig ist. 

Es gibt aber einen Fall, der sich ohne alle Annahmen streng 
durchrechnen läBt, nämlich der Sto8 einer Partikel gegen 
ein neutrales Wasserstoffatom. Die Resultate dieser Rech- 
nung, die bisher in erster Näherung durchgeführt wurde, sollen 
hier kurz mitgeteilt werden. Sie geben eine vollständige Recht- 
fertigung des Wentzelschen Ansatzes, enthalten aber aufer dem 
Streugesetz der «-Strahlen auch die Gesetze des Elektronenstofes 
in der entsprechenden Annäherung. 

Zur Aufhebung der Entartungen denken wir uns eir schwaches 
Kraftfeld angebracht und wählen ein gegen dieses fest orientiertes 
Polarkoordinatensystem mit dem H-Kern als Nullpunkt. Es seien 
e, E die Ladungen des H-Atom-Elektrons und des Teilchens (also 
E = e für ein Elektron, E = 2.1800e für ein «-Teilchen); r,9,@ 
seien die Polarkoordinaten des H-Elektrons, R, ©, ® die des Teil- 
chens. 

Dann ist die potentielle Energie des Systems 


cE eE 
2 U(r, 9, y; R,0,®) = — + — ; 
@) C8 p; ) R  VR+r-2Rrcosy 
mit 
(3) cosy — cos ? cos ® + sin # sin ® cos (p — D). 


Nach den in meiner zit. Arbeit gegebenen Vorschriften hat 
man zur Berechnung der Anregungswahrscheinlichkeit eines Quanten- 
sprunges zuerst das zu diesem Sprunge gehürige Matrixelement 
der Funktion U bezüglich des A-Elektrons zu bilden. 

Wir wollen hier nur die ,elastischen“ StôBe und die Resonanz 
anregenden StôBe ins Auge fassen. Das sind die, welche vom 
Normalzustande 


0) n= 1110, Ci, 0 


zu einem der vier zweiquantigen /ustände 


1) NW — 2, L'æ OÙ Het 
2) 2, L — 1 
3) 2, L 0 
4) 2, 4; 1 


fübren, die wir durchlaufend in der angegebenen Weise numerieren. 
Die zugehôrigen normierten Eigenfunktionen sind : 
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der Radius der ersten Kreisbahn beim Bohrschen Wasserstoff- 
atom ist. 

Wir haben nun die Elemente der zu 
(6) l'E _. 


gehôrigen Matrix zu bilden; dabei ist M die effektive Masse der 
Partikel, also 


M = m für ein Elektron, 
(7) M = "ET fir ein «-Teilchen (He-Kern). 
Ma + Me 


Uns interessieren die Matrixelemente 


D px 2x 
(8) Vip = ff 1 Vu, v,r dr sin ÿ dÿ dy, 
0 0 0 


(p ="0,1, 2, 8,4). 


Zur Auswertung führt man neue Polarkoordinaten y, ein, 
wo y der durch (3) definierte Winkel zwischen den Radien Vek- 
toren vom H-Atomkern nach dem Elektron und nach der Partikel 
ist und & das Azimut der Ebene dieser Vektoren gegen die Ebene, 
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die durch die ursprüngliche Polarachse und die Partikel gelegt ist. 
Dann gilt 


cos sin ® — — cos D cos ® cos o sin y — sin ® sin w sin y 
| + cos ® sin ® cos y, 
(9) sinpsin® — —sin ® cos ® cos « sin y + cos ® sin & sin y 
+ sin ® sin © cos y, 
\ cos # — sin © cos œ sin y + cos ® cos y 
und 
(10) sin # d® d — sin y dy do. 


Die Integrationen nach © Jassen sich ausführen: 


8x° M 2 
Ve = RP, 
8x’ M li 
Va = hp V2a 1 
8rx°M li : : 
(11) LEE — De 
Vis ROSE. P, cos ®, 
08 }? V2 a 8 
VF, = _ . - P, sin @ cos ®; 
dabei ist mit cosy — x: 
2r 


CSL qu +1 
P, = Ji e r° ar [ . U(r,x;R)dx, 
0 et 


; 3r Li : 
FPS 
ap er f'e “(ire [7 vez ma 

0 à — 1 

8r 
En 1 
= [Pe Masrdr f evçsi max 
0 — 


Die inneren [ntegrale ergeben: 


11 0, r<R, 
(13) Udr'= | 
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TE d'à 


El DR DUT OA rl 
(13) Î zUdz = 
= Do de 3 
ST dre ? ME 
Nun lassen sich auch die Integrale nach 7 ausführen: 
| ner 
eEu e 2R 
Va — 2 R A ( a } 
tasn 
(14) 2 3 2a 
P. RME a AE 
5) LR 2a 
3R 
d:20%a ae mn D 
P'= 3° le (SE 
wo 
1e (x) = 1+ ë Æ, 
f, (x) = l+x+ia+lia. 


Setzt man nun (14) in (11) ein, so erhält man: 


_2R 
ba TOR 
. a 
a 
_3R 
2a 
e 4138R 
= dan (ue) 
2u 
8R 
15 = sn@sin®[, _, 2 Le 
ve es À, ee 2 1 (G 1 m.) ù 
) 
3R 
— cos @ 7 94 .(8R 
fa nt {ce (Se) 
3 
| _sR 
= An re (eh 
24 


É lè | 
24 
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mit den Abkürzungen 


De (£) vos 
a) me 
2V2 /2 ME 
Va) Pos 27 (5) me ? 
Ai 16 V2 Ë] ME 
a 7 a] me” 


Die erste der Formeln (16) rechtfertigt den Ansatz (1) von 
Wentzel, da sie zeigt, daf die für den elastischen StoB bestim- 
mende potentielle Energie (V,,) exponentiell abfällt. 

Das StoBproblem läuft heraus auf die Lôsung der Wellenglei- 
chungen (in 1. Näherung): 

du, + ke. A — 2 2e ko Got), 


nm 


hier ist 8, der Einheïitsvektor in der Richtung der ankommenden 
Teilchen; ferner ist 


Fe, 


= (7) = 8x° M 
UE . br 


0 


wo k, die Wellenkonstante, 1, die Wellenlänge der de Broglie- 
schen Wellen, W, die kinetische Energie der ankommenden Teil- 
chen ist, und 

8x M 


eat 
En Fr: k; à Dr 4 h? Ron © 


In unserm Falle handelt es sich einmal um den elastischen Stof 
mit 

Vo —= 0, 
sodann um Sprünge vom Normalzustande nach 4 angeregten Zu- 
ständen, denen (bei Vernachlässigung des Hilfsfeldes zur Beseiti- 
gung der Entartung) dieselbe Sprungfrequenz 


1 A ES 
(8) mr —-R(S-ÿ)—-TR =1234 


zukommt (Z2 Rydbergzahl) Wir haben daher die Differentialglei- 
chungen 
(19) Au = Ve iko (8?) 


mit 
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ko = k 
8x° M 

h? 


(20) 


kop = = hv, Te k,, (p Sr 1,2, 3, 4) 


zu lôsen. , 
Das Integral lautet in erster Näherung 


(21) RES 2 Y (R) 7 ko (80 R) CA nue 
2e An LU Ir—R : 

( =, O‘für p =.0 ) 

+ = ! für p = 1,2,9,4 


wo t den Ortsvektor des Aufpunkts, # den Ortsvektor des Teil- 
chens (Polarkoordinaten À, 6, ®) bedeutet. 


Für weit entfernte Aufpunkte in der Richtung 8, — . kônnen 
wir 
It—R| — r—-R8, 
setzen. Führen wir dann den Vektor 


k,(8,—8,) = À, für p = 0 


(22) 8 — | k,8,—k,8, = À, für p — 1, 2, 8,4 


ein, so wird asymptotisch 


if 
(23) PURE = “18e 6 


de Ax r 


of 7, M SG — 0,1). 


Zur Auswertung dieses Integrals führen wir Polarkoordinaten 
ein; indem wir den Index à bei À weglassen, schreiben wir: 


8, — Ksinaæcosf, R, — sin ® cos ®, 
(24) 8, — Ksmasinf, À, — Jlisin © sin @, 
Risk cos Heu: 008 0 : 
sodaf 
RR — KÆARocosT, 
mit 
cos [= cos « cos @ + sin a sin ® cos (B — D). 

Dann drehen wir die Axe in die Richtung von R; der Inte- 
grationspunkt À bekommt dadurch als Polarkoordinaten den eben 
definierten Winkel T und das zugehôrige Azimut @, gezählt von 
der durch die alte Polarachse und & bestimmten Ebene. Dann 
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hat man zur Umrechnung Gleichungen .der Form (9), (10), wobei 
nur #,p; ©, ®; y,œ durch 6, ®; a, B; I,@ zu ersetzen sind. 

Die Integration nach & läfit sich wieder ausführen und man 
erhält mit 


DRE, eme 


CE — y = cos T 
SR …… 
| nn. lürp = 1,294 


folgende Ausdrücke : 


® Er À, (ae (ee 
é r "HVTRQE LE 
FN Re as À, É ] ; É) 
QUES r 2 3 Q; 3 ) 
—tkr : 
(25) Te A, (+) ) : . 
Uoz ; o (3 @, 3 Jsina sin B,; 
Te ge thr A, ( j'e e +) LR 
Uos — r 9 3 2 3 1) 
— kr 
(A 2 € Fl à] =) : 
| Sie ; D) 3 Q, 3 JSina, cos B, » 


TT + Le iXyz 
26) 0.) = f 2 f: catas [ ec" dy, 
0 — 1 


ages à NES 
0.) = fL lire Fi @ae ye T7 dy. 
0 1 


Nun ist 
1 She . 
LÉ: ave e 2 sin re 
OO Mer PNR 7: 


‘ee iaye 7 = 4 ne) 
Le ye Ds srl Mrs 


Setzt man das ein, so wird 
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Q(e) — 2e ie sin æz dx, 
0 


Q,(2) — tee sin æ2 dx, 
0 
ao =) {4 ae) 2 pee 


Das letzte Integral kann man durch partielle Integration um- 


formen : 


sin +4 


ao = À roro 


Setzt man nun die Polynome (15) ein, so lassen sich die Inte- 
grale elementar auswerten und man erhält: 


2 2 
p7 Tia (+z) 
16 
(27) | (ie Ü +)” 
2 
MNT 2 


Das Argument z nimmt dabei in (25) Werte an, die nach (22) 
folgendermafen von dem Winkel Ô zwischen 8 und 8, abhängen: 


aX, ak, "s . 
_ do de “5 18 — 6 = ahoisin 5 
2, = _. 2. SR 88 = 26: a VE + 9K, k, cos cos 6. 


Ferner werden die in (25) auftretenden Zahlenfaktoren nach (17) 


À, G) nero 


D 19) | 53% 

zil (3) — 4 V2 « ME 
DR UE VER DT 1e 
À, (4) 1. V2 a ME 
2H 58/0 0) 3° 2 me 


Die Anzahl der Teilchen, die in der Zeiteinheit durch die 
Querschnittseinheit treten, wird nach dem Erhaltungssatze der 
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Wellenmechanik *) gegeben durch die Normalkomponente des Vektors 
= —. (u grad #*— «* grad w). 


Für die einfallende ebene Welle 6 "°(T%) wird der Betrag 
des Stromvektors 


he, 
M 


S, = 


also gleich der Geschwindigkeit v, der Teiïlchen, wie es sein muf. 
Die zerstreuten Wellen (25) haben die Form 

— kr 

e 


Vi F(c, 8) 


(& = &, oder k,); 


v ? 
der Strom hat daher den Betrag 


LF(œ, B)l? hk 
r° 2x M : 


Die Ausbeute ist definiert durch 


S = 


p — S qi k FES 
0 k, y” 


Danach erhalten wir aus (25) folgende Ausbeuteformeln : 
l/a\ A1)? 1 1 , 
Pro —= A ( me | Liz at 
D = 2.4, (0 ES 1 
01" | 312 k, F ne de), 


2.4 k [aŸ{MEY 1 LL 
(29) LA = . ce | ) ; sin «, sin b; 


r}\ me J'A(+2) 
2.4 k,{a\°{/ME\ 1 à 
hi oh À: 5 ( ne) #(1 +4) ps ci 
: dadrhé a LE ses Lise ; 
ET MO ke, () me | (1+2) sin a, COS fi. 


Die Abhängigkeit der drei letzten GrüBen von 0, B, bringt 


1) Siehe E. Schrôdinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926 (4. Mitteilung). 
M. Born, Zs. f. Phys. 38, 803, 1926; 40, 167, 1926. W. Gordon, Zs.f. Phys. 
40, 117, 1926. 


. 


oO 
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zum Ausdruck, daB die in einem schwachen Felde) durch Elek- 
tronenstof angeregte Linie polarisiert sein kann; denn beim Zu- 
rückspringen aus dem Zustande p = 8 (n — 2, ! — 1, m — 0) 
entsteht eine x-Komponente, aus p = 2 und p—=4(n = 2,!— 1, 
m — +1) entstehen 6-Komponenten, während die Emission aus 
p=1l(n —= 2, 1 = 0, m = 0) unpolarisiert ist. Eine nähere 
Untersuchung?) dieser recht verwickelten Verhältnisse behalte ich 
mir vor; hier müge weiter nur die dem feldfreien Zustande ent- 
sprechende Gesamtausbeute 


(80) Y, — ,, 5 Ps h: CEA LL) L LA 


ins Auge gefafñt werden. Wir schreiben entsprechend für die 
elastischen Stôfe 
(31) D RP 


und haben dann 


a \* {ME \ 1 1 É 
Fr 0,25-(*) FE ) + a 


pe a (MEYŸK 1 
Sr 0,986 -(°) me ] k, (1 +2) 


(82) 


Die Abhängigkeit der Streuungsintensität von der Ablenkungs- 
richtung (Winkel 6) wird durch die Formeln (28) vermittelt. Man 
erhält den Rutherfordschen Grenzfall für sehr grofe Werte von 
k,; dann wird ®#, verschwindend klein (und wohl ebenso alle hô- 
heren Anregungswahrscheinlichkeiten), und # reduziert sich auf 
den bekannten Ausdruck ?) 


(33) CRT ES 


47° m° af k$ sin — 16r° W* sin‘ 5 


Für ElektronenstôBe, wo uk, — LE nicht grof gegen 1 ist, 


0 


1) Die durch das Feld erzeugte Aufspaltung des Terms n — 2 muB grüBer 
als die natürliche Linienbreite, braucht aber nicht wahrnehmbar zu sein. 

2) Vor allem interessiert die Frage, wie die von Skinner (Proc. Roy. Soc. 
À 112, 642, 1926) beobachtete Emission polarisierten Lichts bei StoBerregung ohne 
Feld zu erklären ist. Es handelt sich vermutlich um ,säkulare“ Stürung des Atoms 
durch das stoBende Teilchen. 

3) Die Streuformeln für «-leilchen sind hier auf dem Schwerpunkt des 
Systems bezogen und müssen auf das ruhende Atom umgerechnet werden; 8. P. 
M. S. Blackett, Proc. Roy. Soc. A, 102, 294, 1922; 103, 62, 1923; 107, 349, 
1925. 


- 
OU 
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wird die Richtungsabhängigkeit etwas komplizierter; doch erhält 
man in dieser Näherung immer eine glatte Kurve ohne Maxima 
und Minima. Die Darstellung der Versuche von Dymondi) ist 
also erst von der Durchrechnung hôüherer Näherungen zu erwarten. 

Wir berechnen nun die Gesamtausbeuten durch Integration 
über alle Richtungen : 


L14 
D, = A | #, sin Ô dd, 
0 


(84) 


LA 
D, = car [ %, sin Ô dd ; 
0 


sie werden Funktionen der GrüBe 


Go = ak, = _ Lo _ Mo,, 
0 


die der Geschwindigkeit v, der stoBenden Teilchen proportional ist 
und das Drehmoment der im Abstande « vom Atomkern vorbei- 


fliegenden Teïlchen, gemessen in Einheiten . bedeutet. 


In ® führen wir statt Ô die Integrationsvariable 


Ô S.. 6! 
71e : NES PAR ne DRE RE 
= l1+4 = l+0o sin ÿ = j cos Ô 


ein; dann wird 


2, = © x TES he L Jar, 


also 

EM 
(85) ®, = a@ (EE) F.(o 
mit 


hu LUE 1 i 
CRIE É 14e (to) parer) 


In ®, setzen wir analog 
= 1+2 — 1+41{0 + 0! — 200, cos Ô| ; 


hier kann man noch nach (20) 


1) E. G. Dymond, Nature, 118, 336, 1926. 
Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 2. 12 
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8x° M 


(37) G = ah = 6-5 — hr, = 6 —0 
einsetzen, Wo 
M v 
(88). Te 
und 
2n°me* 
Re po 


die Rydbergkonstante ist. Dann wird 


(EMY 9 [* à 
D, = 2x .0,9866 «| Vas Ro 
Wo 
= 14+4#(06— 0) ="1+4 (0 — Vo'— ci)", 
(39) ' # ( ) Ÿ 


8, = 1+4(o+0) = 1+4(6+Vo— 0) 


gesetzt ist. Die Ausführung der Integration gibt: 


(EM 
(40) D, — 3,9464 . ra (=) F, (6) 
mit 
QE Dpt [dudt, diesite} tn JE lil, : Wa 
en ro=Vi-( finies ft (+) 


PCT 1 L LE 1 1 l: 

nel sb 8,7 ne 4 È à o. do ss. Le )]} 

Die Grüfien ®, und ®, kann man auch als , Wirkungsquer- 
schnitte“ für den elastischen und den Resonanz anregenden Stof 
bezeichnen; sie haben in der Tat die Dimension von Flächen, da 
die Fläche des ersten Bohrschen Kreises zu’ als Faktor neben 
dimensionslosen Grüfen erscheint. 

Wir geben nun die Grenzwerte der Ausbeuten für kleine und 
grofe Werte von 6 an. Für die elastischen StüBe hat man: 


| sea: @, 


Jon Le 72) (En 


om 


| 
EN 
à 
à 
Le 
PRES 
IS 
TH 
> 


(42) 


Für Elcktronenstof nähert sich also bei abnechmender Ge- 
schwindigkeit der Querschnitt dem konstanten Werte x(2a) ; unsere 
Theorie gibt, wie von vornhercin zu cerwarten, den Ramsauer- 
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Effekt nicht wieder, der als eigentliche Beugungserscheinung !) erst 
durch die hôheren Näherungen (oder vielleicht überhaupt nur durch 
ein ganz anderes Näherungsverfahren für kleine 4-Werte) heraus- 
kommen kann. Für grofe Geschwindigkeiten nimmt der Quer- 
schnitt proportional 4 ab, d. h. umgehebrt proportional der kineti- 
schen Energie; das ist der von Lenard untersuchte Bereich. Doch 
ist die Gesamtausbeute der elastischen Reflexionen für sich wohl 
nicht bekannt. Dasselbe gilt für die «-Strahlen. 

Die Resonanz anregenden StôBe setzen bei W, = kw, d. h. 
6 — 6, ein. Für kleine ÜberschuB-Energie schreiben wir die Formel 
nur im Spezialfall des Elektronenstofies an, wo M = m, E = e, 
3 


6, == R —= a Dann wird 


6—6,(1 (ElektronenstoB): 


(43) D, — 14,9 za Vi -(+) 
Ferner wird für grofe 6: 
6 —6,))1: 
A Ÿ[EM\ (|, 2%. fo 
(44) Gt 426% (2) (= | li Sin (3)! 


Der Querschnitt der anregenden Stôe steigt also bei der Re- 
sonanzspannung steil an. Für grofie Geschwindigkeiten v, nimmt 
er in der Hauptsache umgekebrt proportional « ab; das Argument 
des hinzutretenden logarithmischen Gliedes läfit sich so schreiben: 


G 


36 3 


4x v,u 


0 
Man kann es anschaulich deuten als das Verhältnis der Ein- 
a : : : 1 FPS 
wirkungsdauer — zur Periode der Eigenschwingung 7. Dieses 
: 


Glied verlangsamt die Querschnittsabnahme bei zunehmender Ge- 
schwindigkeit. In der bekannten Theorie der Abbremsung von «- 
Partikeln, die N. Bohr auf klassischer Grundlage gegeben hat ?), 
tritt ein ähnliches logarithmisches Glied auf; doch steht darin an 


1) Der Ramsauercftekt entspricht nach Elsasser der Tatsache, daB die 
Beugung an kleinen Hindernissen mit wachsender Wellenlänge verschwindet. Das 
Problem ist, warum er nur bei hochsymmetrischen Atomen auftritt. 

2) N. Bohr, Phil. Mag. 1913, p. 10. Siehe auch R. H. Mowler, Proc. 
Cambridge Phil. Soc. 22, 193, 1925. 

5 * 
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Stelle des konstanten a die GrôBe rt ), die für «-Partikel 


» 2 e? , 
CR ist und für Elektronen Tr. Nun ist aber 
0 


2? 
mvs 


(M)) m) gleich 


2 
_ der kleinste Abstand, auf den nach klassischer Rechnung ein 


Elektron von der Geschwindigkeit v, dem Atomkern nahe kommen 
kann, und dieser Abstand ist für die in Betracht kommenden Ge- 
schwindigkeiten nicht viel von &« verschieden. Natürlich ist noch 
eine besondere Untersuchung notwendig, ob unsere Formel das- 
selbe leistet wie die von Bohr; doch kann dies erst geschehen, 
wenn auch die hüheren Anregungsstufen (einschliefilich der Ioni- 
sation) durchgerechnet worden sind. 

Cberhaupt ist eine Prüfung unserer Theorie dadurch erschwert, 
daB Messungen an atomarem Wasserstoff nicht vorliegen. Es 
wird sich also vor allem darum handeln, die Betrachtungen auf 
andere Atome auszudehnen, was in Anbetracht der Ahnlichkeit 
der äuferen Elektronenbahnen mit denen im H-Atom wohl durch 
relativ einfache Betrachtungen erreichbar sein wird. 

Zum Schlusse soll noch darauf hingewiesen werden, da die 
bier durchgeführte Näherung eigentlich nicht mehr liefern sollte 
als die entsprechende klassische Rechnung; man sieht das auch 
daraus, da die Plancksche Konstante L in den Schlufiformeln 
explizite nicht auftritt und sich in dem Radius « und der Ryd- 
bergzahl À verbirgt. Aber mit der klassischen Theorie hat man 
nur den Grenzfall sehr schneller Teilchen behandeln kônnen. Hier 
tritt die Überlegenheit der wellenmechanischen Methode besonders 
klar zu Tage. 


Über eine neue Begründung der Quantenmechanik. 
Von 


P. Jordan. 
Vorgelegt durch M. Born in der Sitzung vom 14. Januar 1927. 


Die Überlegungen, von denen ich im Folgenden berichte, be- 
schäftigen sich in zweifacher Weise mit den Grundlagen der Quanten- 
mechanik. 

Bekanntlich ist die Quantenmechanik in vier verschiedenen 
selbständigen Formen entwickelt worden. Aufer der ursprünglichen 
Matrizentheorie liegen vor die Theorie von Born und Wiener, 
die Wellenmechanik und die Theorie der g-Zahlen. Die Bezie- 
hungen der letzteren drei Formulierungen zur Matrizentheorie sind 
bekannt: Jede Formulierung führt zu den gleichen Endformeln, 
wie die Matrizentheorie, soweit diese selber reicht. Dabei standen 
jedoch die drei späteren Formulierungen untereinander ohne 
eigentliche innere Verbindung da. Es fehlte sogar der allgemeine 
Beweis, daf sie auch dort, wo sie über die Matrizentheorie hinaus- 
gehen, zu äquivalenten Ergebnissen führt. Die neue Theorie, von 
der ich im Folgenden berichte, enthält alle vier Formulierungen 
in sich als sehr spezielle Fälle und stellt ihre inneren Wechselbe- 
ziehungen klar. 

Die gewonnenen Einsichten in die formalen Zusammenhänge 
der Theorie crmüglichten auch eine neue physikalische Begründung 
der Quantenmechanik im AnschluB an eine von Herrn W. Pauli 
stammende Idee, die dabei allgemein quantitativ gefafñit und weiter 
entwickelt werden konnte. 

Pauli hat folgenden Gedanken gefalit: Es scien bei emem 
System von einem einzigen Freiheitsgrade 4, B zwei ,hermitische” 
quantenmechanische GrôBen, die wir hier der Bequemlichkeit halber 
beide als in einem stetigen Wertebereich veränderlich annehmen 
wollen. Dann wird es stets eine Funktion œ(x,y) geben derart, 
da 
idx 


| (x, y) 
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die (absolute bezw. relative) Wahrscheinlichkeiït ist, da bei gege- 
benem Zahlwert y von B die GrôBe g einen Zahlwert im Intervall 
æ,x + dx besitzt. Die Funktion (x,y) wird von Pauli als Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude bezeichnet. Man wird dabei er- 
warten müssen: 

Postulat I: Die Funktion o(x,y) ist unabhängig von der 
mechanischen Natur (der Hamilton-Funktion) des Systems und nur 
durch die kinematische Beziehung zwischen g und 8 bestimmt. 

Postulat Il: Ist y(x, y) die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
für einen Zahlwert æ von Q bei vorgegebenem q = y, so wird die 
Amplitude ®(x, y) für einen Wert x von Q bei vorgegebenem Werte 
y von B gleich 


D(x,y) = fuir, 2 pe, pd, 


wobei die Integration über den ganzen Wertebereich von g zu er- 
strecken ist. 

Der Umstand, da sonach nicht die Wabrscheinlichkeiten selbst, 
sondern ihre Amplituden dem gewôhnlichen Kombinationsgesetz 
der Wahrscheinlichkeit folgen, kann passend als Interferenz 
der Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden. Offenbar ist 
diese Interferenz der Wahrscheinlichkeiten eine sehr fremdartige 
und ungewohnte Vorstellung. Æs scheint jedoch, daf sie wirklich 
der Natur der Sache entspricht. In der Tat ist wohl allen mit 
der Quantenmechanik beschäftigten Verfassern das Auftreten einer 
solchen Wahrscheinlichkeïitsinterferenz mehr oder weniger bekannt 
gewesen, doch war es durchaus ein eigener Gedanke von Herrn 
Pauli, in dieser Vorstellung einen geeigneten Ausgangspunkt für 
eine Neubegriündung der Theorie der Quantenmechanik zu ver- 
muten. 

Es ist nun in der Tat gelungen, auf Grund der Vorstellung 
der Wahrscheinlichkeitsinterferenz aus einigen einfachen Postulaten 
die quantenmechanischen Gesetze abzuleiten. Es werden dabei die 
quantenmechanischen Grôfien primär nicht als Matrizen, oder Ope- 
ratoren, oder g-Zahlen von geheimnisvoller Beschaffenheit, sondern 
als gewühnliche Zahlen angenommen, die in einem gewissen 
Wertebereich innerhalb der komplexen Ebene veränderlich sind. 
Zur Bequemlichkeit der Ausdrucksweise soll in den folgenden Über- 
legungen stets vorausgesetzt werden, daB dieser Wertebereich für 
jede der betrachteten Grüen eine stetige Kurve ist. 

Man kann nun aus einigen einfachen Postulaten, die ich ange- 
geben habe, gewisse Funktionalgleichungen der Wahrscheinlich- 
keitsamplituden ableiten. Diese Kunktionalgleichungen geben An- 
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la$ zu einer Zuordnung von linearen Operatoren zu den quanten- 
mechanischen GrôBen, und durch die Multiplikation und Addition 
dieser Operatoren kann dann eine symbolische Multiplikation 
und Addition der quantenmechanischen Grôfen selbst definiert 
werden: dieses ist die bekannte nicht-kommutative Multiplikation 
der quäntenmechanischen Grôfen und die zugehôrige Addition. 
Beide sind durchaus nicht zu verwechseln mit der gewônlichen, 
selbstverständlich kommutativen Multiplikation der Zahlwerte 
der quantenmechanischen GrôBen und der zugehôrigen gewüôhnlichen 
Addition. Vielmehr besteht zwischen diesen beiden Verknüpfungs- 
arten der quantenmechanischen GrôBen im allgemeinen lediglich 
ein statistischer Zusammenhang. Man kann endlich die den 
quantenmechanischen Grô$en zugeordneten linearen Operatoren in 
die Form von Differentialoperatoren und die Funktionalgleichungen 
der Wabhrscheinlichkeitsamplituden in die Form von Differen- 
tialgleichungen setzen. Nur von diesen Differentialgleichungen 
soll hier eingehender gesprochen werden, während ich bezüglich 
der übrigen hier angedeuteten Überlegungen auf eine demnächst 
erscheinende ausführliche Arbeit in der Zeitschrift der Physik ver- 
weise. 

Wir setzen also die symbolischen Multiplikations- und Addi- 
tionsgesetze und die quantenmechanischen Vertauschungsregeln der 
zu einem System von { Freiheitsgraden gehôrigen mechanischen 
GrôBen als bereits bekannt voraus. Es seien 


is Dee. Q 


! GrôBen, die alle miteinander vertauschbar, aber auch alle unab- 
hängig sind, sodaf man konjugierte Impulse 


Pis Pis. Pr 
zu ihnen bilden kann. Und es seien entsprechend 
B,; B,,..., Bi 


weitere { vertauschbare, unabhängige Grôfen mit konjugierten Im- 
pulsen 


LE d; re) a 


Alle diese 47 Grüfen wollen wir uns der Einfachheit halber, wie 
bereits gesagt, als in einem stetigen Wertebereich veränderlich 
vorstellen. Mit Hilfe eines geeigneten 


(1) Tri T(bipiie es Di dde q) 
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kann man dann schreiben 


«= f.(n,9.=. Tr 7, 


Qi B = gp, à = Ta T7. 


Durch die Differentialgleichungen 
() (] | 
(a) | (ee +8 p(x,y) = 0, 


“s bla(sge)-u}rt 0 = 0 


wird dann die Amplitude 


(3") p(x, y) 5. Plane an danse 2 Q) 
der Wahrscheinlichkeit dafür definiert, daf 


Qu = L 
ist, wenn 


By = Y 


vorgegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit selber ist dann — etwas 
allgemeiner, als in dem Paulischen, nur für hermitische Grôfen 
gemachten Ansatz — gegeben durch 


px, y) v*(x, y); 


darin ist #*(x, y) definiert als Lôsung der adjungierten Differen- 
tialgleichungen zu (3). 

Die Gleichungen (3) sind, wie leicht zu sehen, von einer sol- 
chen Form, daB die Schrôüdingersche Differentialgleichung in 
ihnen als spezieller Fall enthalten ist. Es treten jedoch in (3) zur 
Schrôdingerschen Gleichung noch weitere Gleichungen hinzu. 
Auch diese neuen Gleichungen stehen in einer sehr einfachen und 
bemerkenswerten korrespondenzmäfigen Analogie zur klassischen 
Punktmechanik. Als sehr spezieller Fall ist in ihnen z. B. die be- 
kannte de Brogliesche Beziehung enthalten, daf die Gruppen- 
geschwindigkeit der Phasenwellen kräftefrei bewegter Massenpunkte 
gleich der Teilchengeschwindigkeit ist. (Ausführlichere Erôrterungen 
hierüber in meiner erwähnten Arbeit.) 

Bekanntlich ist es im allgemeinen nicht müglich, eine einzige 
Funktion von mehreren Veränderlichen gleichzeitig mehreren par- 
tiellen Differentialgleichungen zu unterwerfen. Man kann jedoch 
beweisen: Von singulären Fällen abgesehen (die eine wichtige, aber 
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hier nicht näher zu betrachtende physikalische Bedeutung haben) 
ist die — bereits gemachte — Voraussetzung, daf die Operatoren 
f, g in (8) ein kanonisches System bilden, notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Lôsbarkeit von (3). 

Die ausführlichen Beweise finden sich in der mehrfach er- 
wäbnten Arbeit. An dieser Stelle sollen lediglich einige Betrach- 
tungen ausgeführt werden, durch welche die Hauptpunkte der ma- 
thematischen Theorie der Gleichungen (3) plausibel gemacht werden, 
ohne daB dabei ein strenger Beweis beabsichtigt wird. (Auf den 
Beweis dafür, daB (2) notwendig für die Lôüsbarkeit von (3) ist, 
wollen wir hier nicht eingehen.) Wir wollen eine neue kanonische 
Transformation 


Pr = Mi(P, Q) — SP, 57, 
QG = Q(P,Q) = SOS", 
S = S(P,0Q) 


@) 


ausführen, durch welche 


fr @, Q) Tr PCF, Q), 9x (D, q) nn G(?, Q) 


werden môüge, und wollen die Gleichungen 
re 0 Ô 
| QE (e a e)+5 ES = 0 
(6) 
| (b) EC FÈ :)- vi D(x,y) = 0 


betrachten. Man sieht, daf die Funktion 


@ S(eia)-.p(1) = 0,9) 


ihnen genügt, denn sie kônnen offenbar in die Form 
@ shi(eTs)+e soc = 0 


F (b) s(e 2 z) — 7 S"1 D(x,y) = 0 


umgeschrieben werden. 


Diese Bemerkung wenden wir für zwei spezielle Fälle an. 
Erstens nämlich wählen wir S so, daf 


F(F, Q) = —(,, (Ces (BP, Q) BE 
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wird, wodurch die Gleichungen (6) in 
- Ô 
— —— +} D (x, y) = 0, 
«ÿ a+ A y) 


Ô 
Wu = 0 
übergehen. Und diese Gleichungen werden offenbar gelôst durch 
LS Yx 
®, (x, y) =e. \ ; 


wonach wir aus (7) erhalten 
() 
p(x,y) = Se). ®, (x, y). 


Denken wir uns etwa ST ES z) in der Form 


cm Ü 
D DE Z u, (x)v, ( 55) 
geschrieben, so bekommen wir die fertige Lôsung von (3) als 


Ty Yx 


> 
px, y) = Lu,(x)v.(yJe 


Wir haben also gezeigt, daB unsere Gleichungen (von singulären 
Fällen abgesehen) wirklich eine Lôüsung besitzen. 


Zweitens wollen wir für S die Reziproke 7! des aus dem 
F(p, 4) von Gleichung (1) gebildeten Operators 1 (4 . z) nehmen. 
Die Gleichungen (6) für ® sind dann 


Ô Ô 
(10 a) a +3 ®, (x, y) == 10 
und 
(10b) lt —yl D, (x, y) = 0. 


Wir haben hier gerade einen der singulären Sondertälle unserer 
allgemeinen Gleichungen (3). Wir kônnen sagen, daf zufolge (10 a) 


die Funktion Œ(x,y) von den Differenzen x, — y, allein abhängen 
mu : 


D, (x, y) —= D'(x,—y,, XL, —Y,, ..., Li — Yi), 
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und daB zufolge (10b) die Funktion ®’ nur dann von Null ver- 
schieden ist, wenn alle ihre Argumente Null sind. Mit dem Zeichen 


1 für, y 
a | br vi y 


schreiben wir also 


D, (x, y) RL IT 1) 


Ty Yr 


Aus (7) folgt offenbar die Operatorgleichung 


(?) (22) fase n… = Jus. 


wenn wir darin S durch 7” -und ® entsprechend durch ©, ersetzen, 
so ergibt sich rechts der Einheitsoperator, und es folgt somit der 
zweite Hauptsatz der Theorie : 


(12) rfess)= fast. 


In Worten: Die Lôüsung @(x,y) von (8) ist die ,erzeu- 
gende Funktion“ des Operators T(s an æ)1) 

Wenden wir diesen Satz jetzt wieder auf ein beliebiges S in 
(7) an, so erkennen wir ohne weiteres, da die durch Difterential- 
gleichungen der Form (3) definierten Wahrscheinlichkeitsamplituden 
in der Tat dem von Pauli geforderten Kompositionsgesetz ge- 
nügen. 

Ferner ergibt sich leicht der Beweis des folgenden wichtigen 
Satzes. Da durch Angabe der Grôfen B allein bzw. q allein die 
zugehôrigen Impulse & bzw. p nicht eindeutig definiert sind, so ist 
auch die Wahrscheinlichkeitsamplitude (x, y) durch Angabe der B 
und der q allein noch nicht eindeutig festgelegt. Trotzdem ist 
die nach (4) bestimmte Wahrscheinlichkeit durch Angabe der 
B und q eindeutig bestimmt und unabhängig von der erlaubten 
Willkür in der Wahl der konjugierten Impulse. 


1) Man bemerkt hier eine enge Analogie zur klassischen Mechanik: klassisch 
liefert die Hamilton-Jacobische Gleichung die Leitfunktion derjenigen ka- 
nonischen Transformation, welche die gewôhnlichen p, q in ein aus der Energie 
W, der Zeit t und Integrationskonstanten gebildetes kanonisches System überführt ; 
quantenmechanisch liefert die Schrüdingergleichung gemäB (12) den Ope- 
rator, der die entsprechende quantenmechanische Transformation bewirkt. 
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Man kann die oben angedeuteten Überlegungen zur mathema- 
tischen Theorie der Gleichungen (3) auch als eine Verallgemeine- 
rung der bekannten Laplaceschen Transformation linearer 
Differentialgleichungen betrachten. Diese Laplacesche Trans- 
formation besteht bekanntlich darin, daf man die Lüsung (2) 
von 


(o) 
(13) L(S,+).9 = 0 
ansetzt in der Form 


(14 pe) = [ 26% 


und dann (12) umwandelt in eine Difterentialgleichung für ®(6). 
Unser Verfahren bedeutet eine Verallgemeinerung dieser Trans- 


formation, bei der statt der Funktion € im Integrale (14) eine 
allgemeinere Eunktion 7(2,f) angewandt wird. Das allgemeine, 
für die merkwürdige mathematische Natur der Gleichungen (3) 
sehr kennzeichnende Ergebnis unserer Überlegungen kann nun so 
ausgesprochen werden: Wenn die Funktion æ Gleichungen der 
Form (3) befriedigt, dann befriedigt auch die transformierte Funk- 
tion ® Gleichungen der allgemeinen Form (3), wenn die trans- 
formierende Funktion y ihrerseits ebenfalls Gleichungen der Form 
(3) erfüllt. 


Zum Schluf mag noch erwähnt werden, daB auch der Begriff 
der Quantensprünge im Zusammenhang der neuen Theorie eine 
wesentlich verallgemeinerte Bedeutung erhält. Man hat bislung 
unter Quantensprüngen lediglich zeitliche unstetig erfolgende 
Zustandsänderungen verstanden. Wir kônnen diese Vorstellung 
jetzt folgendermañen verallgemeinern. Wir betrachten die Ampli- 
tude p(x,y) aus (3’) für bestimmte Werte y der GrôBen B und 
ferner für infinitesimal abgeänderte B-Werte. Es môge beispiels- 
weise nur ein einziges #, um dB, abgeändert werden. Dann ist die 
entsprechende Anderung von y gleich 


Ô 
(15 p = dB; -— p(x,y), 
) nes CS 
wofür wir nach (3) auch 


aie ôp = age f ( ne) y) 
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schreiben kônnen. Endlich geben unsere allgemeinen Feststellungen 
uns die Môglichkeit, hierin den Differentialoperator durch einen 
Integraloperator zu ersetzen: 


«7 dp — dB. [ de. 28 (69) 


Diese Formel legt nun eine anschauliche Deutung nahe: Man 
wird sich vorstellen, daB bei der Ânderung von 8, um dB, die 
Werte der GrôfBen qg unstetige Sprünge machen derart, daf mit 
einer Wahrscheinlichkeit, deren Amplitude durch y,(£, x) gegeben 
ist, das Atom von seinen ursprünglichen g-Werten, die gleich 7 
waren, zu den Werten Ë für qg überspringt. 


(Aus dem Allgemeinen Chemischen Universitäts-Laboratorium 
Güttingen.) 


Über die Formel der Digitalisglykoside. 


I. Über Digitoxin. 


Von 
A. Windaus. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1927. 


In den Digitalis-Blättern ist ein gut krystallisierter, in Al- 
kohol und Chloroform leicht lôslicher, in Wasser fast unlôslicher 
Giftstoff vorhanden, der von Nativelle" ,Digitaline cry- 
stallisée“, von Schmiedeberg?) und Kiliani*) ,Digitoxin“ 
genannt worden ist. Aus den Arbeiten von Kraft‘) und Cloetta), 
die sich ebenfalls eingehend mit dem Digitoxin beschäftigt haben, 
geht hervor, daB es sehr schwierig ist ein ganz reines Präparat 
darzustellen und da die früheren Untersucher häufig noch ver- 
unreinigtes Digitoxin in Händen gehabt haben. Nach Cloettas 
Angaben muf Digitoxin so oft aus Chloroform-Âther oder verd. 
Alkohol unkrystallisiert werden, bis die Krystallisation ganz aus 
flachen Tafeln besteht und bis das vakuumtrockne Material einen 
Schmelzpunkt von 252—2539 zeigt. — 

Kiliani bat das Digitoxin als hochmolekulares Glykosid 
erkannt und es durch kalte verd. Salzsäure in Digitoxigenin 
und Digitoxose zerlegt. Die Digitoxose ist die Desose ciner 
Methyl-pentose und besitzt ohne Zweifel die Formel C5 Hi Ou. 
Für das Digitoxigenin, das ein Dioxy-lacton darstellt, findet 
Kiliani bei der Analyse 78.66 %o C und 8.89 %/o H, und berechnet 
daraus die Formel C2 H3> O1, die 78.280% C und 8.96%, H ver- 
langt. Für das Digitoxin selbst erhält Kiliani 63.50% C und 

1) Literatur s. E. Mercks Wissenschaftliche Arbeiten, Nr. 8. 

2) A. D'th., 3, 16 (1874), 16, 162 (1883). 

3) Litcratur-Zusammenstellung B, 51, 1613, Anm. 1 (1918). 

4) Ar., 250, 118 (1912). 

5) A. Pth., 88, 115 (1920) s. auch 112, 327 (1996). 
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8.4°/o H; aus dieser Analyse und aus den Formeln der Spaltstücke 
leitet er für das Digitoxin die Formel Cs1 H5a Ou ab, die 63.91 %o C 
und 8.53% H verlangt. 

Die Hydrolyse des Digitoxins gibt Kiliani durch folgende 
Formulierung wieder : 


Csa H5a Oui + H20 — Co H3o Où + 2 Ce Ho Où. 


Zu einem anderen Ergebnis gelangt Cloetta. Er zeigt, dal 
die quantitative Bestimmung der Spaltstiicke mit der von Kiliani 
aufgestellten Gleichung unvereinbar ist. Während sich nach dieser 
56.4 % Digitoxigenin und 46.4 4 Zucker berechnen, findet Cloetta 
etwa 47% Digitoxigenin und fast 60 %/o an Zucker. Für das im 
Vakuum getrocknete Digitoxin ermittelt Cloetta einen um 0.69% 
hôheren C gehalt als Kiliani; seine Analysen, die wir vollständig 
bestätigt haben, geben 64.19% C und 8.66% H. Mol. gew. 778. 
Bei der Hydrolyse des Digitoxins glaubt Cloetta aufer 2 Mol. 
Digitoxose ein Mol. eines neuen Spaltstücks von der Formel 
C8 H14 O4 nachweisen zu künnen. Für das Digitoxigenin findet er 
ebenfalls einen hôheren Kohlenstoffgehalt (+ 0.54 0) als Kiliani: 
seine Werte (74.20 % C und 9.39% H) führen ihn zu der Formel 
C2a Hs6 O4, für die sich 74.20% C und 9.84% H berechnen. Aus 
diesen Bestimmungen leitet Cloetta für das Digitoxin die Formel 
Caa Ho Oxa ab, für die sich 64.19% C und 8.58% H berechnen. 
Die Spaltungsgleichung, die er aufstellt, lautet folgendermahen : 


Cas Ho O1a + 2H20 —= Ces H36 Où + 2 Ce His Os + Ce Hi4 Ou. 


Die Formel C4: Hzo O14 ist mit den Analysen sehr gut vereinbar, 
dagegen ist das für diese Formel berechnete Molekulargewicht 522 
gegeniiber dem experimentell ermittelten Wert etwas hoch. 

Als C. Freese und ich!) uns der Untersuchung des Digi- 
toxins zuwandten, stellten wir zunächst fest, dal ein besonderes 
Spaltstück des Digitoxins von der Formel (‘s Hi4 O4 nicht existicrt, 
sondern duB es sich um ein oder mehrere sekundäre Umwandlungs- 
produkte der Digitoxose handelt, und zwar um Anhvd ro-digi- 
toxose?) Co H10Os und um das Âthyl-halb-acctal der Di- 
gitoxose C8 Hi6 O4. Nach unseren Bestimmungen entstehen bei 
der Spaltung des Digitoxins auf 1 Mol. Digitoxigenin 8 Mol. Digi- 
toxose; und da die Formel (24 Hs Os für Digitoxigenin sicher fest- 
gestellt erschien, muliten wir für das Digitoxin aus seimen Spalt- 


1) B., 58, 2503 (1925). 
2) Diese Nachrichten, 1926. 
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stücken die Formel C4 H66 O1s ableiten und die folgende Gleichung 
aufstellen : 


Cao Hs6 O13 + 3H2 0 = Coa Hs6 Ou + 3C6 H12 Ou. 


Mit der Formel C4 Ho6 O1s, die 64.78% C uud 8.54% H 
verlangt, stimmten allerdings Cloettas und unsere Analysen 
(64.13% C und 8.64%o H) nicht überein; wir haben uns dadurch 
zu helfen gesucht, daB wir dem bei 100° im Vakuum getrockneten 
Digitoxin 4 Mol. Krystallwasser zugeschrieben haben. Die Formel 
Cao H66 O1s + 4 H20, die 64.01% C und 8.57% H verlangt, pañt 
sehr gut auf die gefundenen analytischen Daten, ist von uns aber 
nur mit groBem Vorbehalt aufgestellt worden ,wir sind weit davon 
entfernt sie für sicher bewiesen zu halten*. 

Bei der erneuten Beschäftigung mit den Digitalisglykosiden !) 
ist es mir aufgefallen, daB eine Formel Cai Ha O1s für das Digi- 
toxin am besten mit den Analysen, den Molekulargewichts- 
bestimmungen und der ermittelten Ausbeute an Spaltstücken über- 
einstimmen würde. 


Digitoxin C H Mol.gew.  Digitoxigenin 
Gef. 64.19 8.64 746 . 48.1 

Cai H64 O13  Ber. 64.35 8.44 764 48.95 

Cas H66 O13 + } H2 O 
Ber. 64.01 8.57 778?) 49.8 

C4a Ho O4 » 064.19 8.58 823 47.21. 


Wird für das Digitoxin die Formel Cai H64 O13s angenommen, muf 
dies notwendigerweise auch zu einer Ânderung der Formel für 
das Digitoxigenin fübren; anstelle der Formel Cz24 H36 O4 müfite 
C2s H34 Ou treten, und die Spaltungsgleichung würde lauten: 


Cai H6a Ois + 38H20 —= Cos H3a O4 + 3 Ce Ho Ou. 


Nun ist Cloetta der Meinung, daB die Formel C24 Hs6 O4 für das 
Digitoxigenin ,absolut sicher“ sei, auch wir haben sie seinerzeit 
garnicht nachgeprüft, sondern nur Derivate des Anhydro-digitoxi- 
genins bereitet, bei denen der Unterschied der Analysenwerte für 
C2s und Cx sehr gering ist; übrigens stimmen unsere Analysen, 
die wir stets auf (24 berechnet haben, meist besser auf Ces als 
auf (24. 


1) Um die Widersprüche aufzuklären, die zwischen Cloettas und unseren 
analytischen Ergebnissen bestehen, hat sich Herr Prof. Karrer bereit gefunden, 
eine groBe Anzahl Kontroll-Analysen in seinem Institut ausführen zu lassen. Ich 
bin ihm hierfür zu ganz besonderem Dank verpflichtet. 

2) Ohne das halbe Mol. Wasser. 
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Tetrahydro -anhydro-digitoxigenin. 
Cas Hs Os Ber. C 76.95 .H 10.23 
Ces Hs Os CAT ORNE TU. 16 

Gef. C 76.63 H 10.12 
(Mittelwert). 


Acetylderivat des vorigen. 


C26 H40 O4 Ber. C 74.94 H 9.68 
C25 H38 O4 » C 7457 H 9.52 
Gef. "074922 H:967, 


Tetrahydro -anhydro -digitoxigenon. 


Coa H36 Os Ber"0°7737 H°9,74 
C23 H34 Os  OUMCEZT OEM 9:56 
Gef. C 77.20 H 9.75. 


Lacton. 


C2a H38 Oz Ber. C 80.89 H 10.69 
C23 H36 Où » C 80.17 H 10.54 
Gefs C-80:34:-H 10.78: 


Um die Zweifel über die Formulierung dieser Umwandlungs- 
produkte zu beseitigen, haben wir das Digitoxigenin und einige 
seiner Derivate nochmals dargestellt und analysiert. Hierbei haben 
wir durchweg Werte gefunden, die uns für die Formel mit 23 C 
zu sprechen scheinen. 


Digitoxigenin, Schmp. 253°, im Vakuum bei 100° getrocknet 


Cos H36 Os Ber. C 74.20 H 9.34 
C23 H34 Os PU 00 CN LIU 
Gef. C 73.951) 73.84 73.91  H 9.05 9.15 9.05. 


Acetyl-digitoxigenin 
C2e H38 Os Ber. C 72.52 H 8.89 
Ces H36 Os sr T2,00n 78:72 
Gef. C 72.211) 71.94 71.99 H 8.80 8.76 8.66. 


Erwünscht wäre es, auch noch das Propionvl-digitoxigenin 
darzustellen und zu analvsieren. 

Sehr beweiskräftig für die Formulierung des Digitoxigenims 
erscheint vor allem eine Dicarbonsiäure, die bei der Oxydation des 
Tetrahydro-anhydro-digitoxigenins (oder des entsprechenden Ketons) 


1) Analysen von Prof. Karrer. 
Gos. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. KI. 1926. Heft 2. 13 
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Provitamin enthält, und zwar findet es sich vollständig in der 
durch Digitonin fällbaren Cholesterin-Fraktion des Unverseifbaren, 
Es ist zuerst von verschiedenen Seiten geprüft worden, ob das sehr 
leicht und schôün krystallisierende Cholesterin als solches das Provi- 
tamin darstellt oder ob das Provitamin dem Cholesterin nur bei- 
gemischt ist Hess hat Cholesterin 15 mal umkrystallisiert und 
festgestellt, daB das 15 mal umkrystallisierte Cholesterin nach dem 
Bestrahlen dieselbe Wirkung zeigte wie das nur einmal um- 
krystallisierte; es genügte 1 mg als täglicher Zusatz zu einer an 
sich unzureichenden Nahrung, um eine rachitische Ratte zu heilen. 
Rosenheim und Webster haben Cholesterin 20 mal aus ver- 
schiedenen Lüsungsmitteln umkrystallisiert und gefunden, daf 
Schmp. und Drehung unverändert geblieben waren und die 20. 
Fraktion sich physiologisch so verhielt wie die erste. Ferner hat 
man zeigen kôünnen, daf, wenn man Cholesterin in den Essigsäure- 
ester überführt und diesen mehrmals umkrystallisiert, dieser Ester 
noch dieselbe Aktivierbarkeit besitzt wie das Ausgangsmaterial. 

Diese Beobachtungen haben ganz allgemein zu der Ansicht 
geführt, daf die Sterine als solche das antirachitische. Provitamin 
darstellen und haben Herrn Dr. Hess veranlaft, den einen von uns 
(Windaus) wegen seiner langjährigen Beschäftigung mit den Sterinen 
zur Mitarbeit an der Untersuchung des antirachitischen Vitamins 
aufzufordern. Später ist auch ein regelmäfiger Gedankenaustausch 
mit Herrn Dr. O. Rosenheim (London) und Herrn Webster zustande- 
gekommen. Wir môüchten nachdrücklich betonen, daB die hier 
mitgetecilten Untersuchungen das Ergebnis gemeinschaftlicher For- 
schungen sind. 

Bei Beginn der Arbeit haben wir uns die Frage vorgelegt, 
welche chemischen Veränderungen bei der Bestrahlung des Chole- 
sterins und der Bildung des antirachitischen Vitamins vor sich 
gehen künnen. Am nächsten liegt es an einen Oxydationsvorgang 
zu denken, zumal die Quarzlampe Ozon entwickelt und bereits 
bekannt ist, daf das Cholesterin beim Stehen am Licht schon durch 
gewühnlichen Sauerstoff oxydiert wird. Eine sorgfältige Unter- 
suchung hat indessen gezeigt, daf der Sauerstoff bei der Aktivierung 
des Cholesterins keine Rolle spielt; denn die Aktivierung gelingt 
auch, wenn das (holesterin in Petroläther, Paraffinôl oder in absol. 
Alkohol gelüst oder in einer Stickstoffatmosphäre oder im Vakuum 
bestrahlt wird. 

Indessen ist immer wieder — allerdings mit schr anfechtbaren 
Gründen -- behauptet worden, da der Sauerstoff bezw. das Ozon 
für die Aktivierung des Cholesterins von ausschlaggebender Be- 
6 * 
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deutung sei. Wir haben darum zablreiche neutrale Oxydations- 
produkte des Cholesterins untersucht, unter anderen Cholesterin- 
oxyd, Cholesterin-ozonid, Cholestenon, Cholestan-diol, Cholestanon-ol 
und haben sie unbestrahlt und bestrahlt ohne jede antirachitische 
Wirkung befunden. 

Der Nachweis, was eigentlich mit dem Cholesterin bei der 
Ultraviolettbestrahlung vor sich geht, ist darum so schwierig, weil 
augenscheinlich hierbei nur ein sehr kleiner Teil des Cholesterins 
eine Anderung erfährt. Ein ‘/2 Stunde im Vakuum bestrahltes 
Cholesterin erweist sich physiologisch als sehr wirksam, ist aber 
in seinem Schmp., seinem optischen Drehungsvermügen und seiner 
analytischen Zusammensetzung nicht verändert; der einzige nach- 
weisbare Unterschied gegeniiber dem unbestrahlten, physiologisch 
unwirksamen Cholesterin besteht darin, daB die bei diesem zwischen 
280—300my vorhandene Ultraviolettabsorption starkabgeschwächtist. 

Diese experimentellen Ergebnisse scheinen sich nur mit der 
Annahme vereinbaren zu lassen, da das Cholesterin unter dem Einfluf 
des ultravioletten Lichtes eine Isomerisation oder Polymerisation 
erleidet; zum Vergleich kônnte man einmal den Übergang von 
Anthracen in Dianthracen heranziehen oder die zu einem Gleich- 
gewicht führende wechselseitige Umlagerung von cis- und trans- 
Zimtsäure bei der Ultraviolettbestrahlung. 

Am wahrscheinlichsten ist uns die zweite Môglichkeit er- 
schienen, nach welcher das Cholesterin bei der Bestrahlung zu 
einem geringen Teil in ein energiereicheres Isomeres umgelagert 
werde, das sich vielleicht allmählich wieder in das gewühnliche 
Cholesterin zurückverwandelt. Dieses Isomere sollte intermediär 
auch im belichteten Organismus entstehen, und wir haben uns 
gefragt, ob wohl Anhaltspunkte für das Vorkommen eines solchen 
Isomeren im Tierkôrper existieren. Dies ist tatsächlich der Fall. 
Das Koprosterin der Faeces und die Gallensäuren sind Derivate 
eines Sterins, in welchen die sterische Anordnung der Gruppen am 
Kohlenstoffatom 1 eine andere ist wie im Cholesterin selbst: 
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und so sind wir zu der Vermutung gedrängt worden, daf ein Iso- 
meres des Cholesterins, das bei der katalytischen Hydrierung 
Koprosterin und nicht Dihydro-cholesterin liefern würde, das ge- 
suchte Umlagerungsprodukt, das antirachitische Vitamin, sein 
müsse. Auf Grund dieser Annahme haben wir uns bemüht ein 
solches Isomeres zu bereiten und haben es dadurch erreicht, daf 
wir an Cholesterin Chlorwasserstoff addiert und aus dem schôün 
krystallisierten Hydrochlorid wieder abgespalten haben. Hierbei 
geht unter Verschiebung der Doppelbindung das Cholesterin in ein 
Isomeres, das Allo-cholesterin, über, das bei der katalytischen 
Hydrierung Koprosterin ergibt. Im Allo-cholesterin hofften wir das 
antirachitische Vitamin gefunden zu haben, und diese Hoffnung 
schien um so berechtigter, als das Allo-cholesterin eine sehr be- 
merkenswerte, dem Vitamin zugeschriebene Eigenschaft besaB: es 
verwandelte sich unter verschiedenen Bedingungen in das gewühn- 
liche Cholesterin zurück. Die Enttäuschung war daher grof, als 
sich herausstellte, daf das Allo-cholesterin weder bestrahlt noch 
unbestrahlt irgend welche antirachitische Wirkung besaB. Auch 
ei anderes Umlagerungsprodukt des Cholesterins, das 8-Cholesterin, 
dessen Konstitution noch nicht sicher feststeht, erwies sich unbe- 
strahlt und bestrahlt als unwirksam. Besonders verblüffend war 
aber folgendes: Versehentlich wurde auch ein Präparat von Allo- 
cholesterin für die physiologische Prüfung verwendet, das sich 
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beim Umkrystallisieren schon z. T. in gewôhnliches Cholesterin 
umgewandelt hatte; aber auch diesem Präparat fehlte unbestrahlt 
und bestrahlt jede on Wirkung, und wir neigten anfangs 
zu der Ansicht, daB das Allo-cholesterin die physiologische Akti- 
vierbarkeit des Cholesterins verhindere. 

Ganz rätselhaft war auch die folgende Beobachtung. Soweit 
die bisherigen Versuche reichen, sind alle aus dem Pflanzenreich 
stammenden Sterine durch Bestrahlung aktivierbar und verlieren 
ibre Aktivierbarkeit nicht durch noch so häufiges Umkrystallisieren. 
Nun hatte der eine von uns, weil die Trennung der verschiedenen, 
gleichzeitig in der Pflanze vorkommenden Phytosterine schwierig 
ist, eine Methode ausgearbeitet, um die Phytosterine auf chemischem 
Wege rein darzustellen; sie werden in die Essigsäureester und in 
deren Bromadditionsverbindungen übergeführt, diese werden durch 
Umkrystallisieren voneinander getrennt, mit Zinkstaub entbromt 
und so die einzelnen Phytosterine als chemische Individuen zurück- 
gewonnen. Diese auf chemischem Wege gereinigten Phytosterine 
wurden physiologisch untersucht und erwiesen sich sämtlich als 
nicht mehr aktivierbar. 

In diesem Stadium der Untersuchung schrieb Dr. O. Rosen- 
heiïm (London) dem einen von uns, daf die bisherigen negativen 
Resultate ihn in der Annahme bestärkten, da8 gewôhnliches reines 
Cholesterin eine minimale Menge einer Substanz X enthielte, 
welche die Vorstufe des Vitamins sei. Dieselbe Ansicht hatte 
kurz vorher schon R. Pohl (Gôttingen) auf Grund optischer Mes- 
sungen geäufert, und auch Heïlbron, Kamm und Morton') waren 
zu einer äbnlichen Auffassung gekommen. Auf Grund dieser An- 
regungen haben wir dann auch das Cholesterin selbst nach einer 
chemischen Methode gereinigt. Wir haben es in das schôn krv- 
stallisierte Dibromid verwandelt und diesem das Brom mit Zink- 
staub wieder entzogen. Dieses Cholesterin hat einen unveränder- 
ten Schmp., unveränderte Drehung und unveränderte analytische 
Zusammensetzung und gibt bei Abbauversuchen dieselben Abbau- 
produkte wie das nur durch physikalische Methoden gereinigte 
Cholesterin. Es unterscheidet sich aber von diesem dadurch, 
daf es physiologisch nicht mehr aktivierbar ist. 

Diese Versuche weisen deutlich darauf hin, daf die Behauptung 
von der Identität des Cholesterins mit dem Provitamin irrtümlich ist. 

Zur Klärung der Frage haben dann ganz wesentlich genaue 
quantitative Messungen den Ultraviolettabsorption beigetragen, die 


1) Journ. Soc. Chem. Ind. 45, S. 932 [1926]. 


180 A. Windaus, 


Herr Pohl im physikalischen Institut Gôttingen durchgeführt hat. 
In Übereinstimmung mit Hess und Weinstock hat er gefunden, 
daB das nur auf physikalischem Wege gereinigte Cholesterin eine 
charakteristische Absorption zwischen 280—300 mu zeigt und daf 
diese durch Ultraviolettbestrahlung ausgebleicht wird. Er hat 
dann ein auf chemischem Wege über das Dibromid gereinigtes 
Cholesterin und ein durch Umlagerung des Allocholesterins ge- 
wonnenes Cholesterin untersucht und hat gefunden, daf bei diesen 
beiden das charakteristische Ultraviolett-absorptionsspektrum ver- 
schwunden war und daB sich das Spektrum des reinen Cholesterins 
durch Bestrahlen mit ultraviolettem Licht überhaupt nicht ver- 
änderte. 

Was ergibt sich nun hieraus? Die krystallisierten Sterine 
des Tier- und Pflanzenreichs sind entgegen der allgemein an- 
genommenen Anschauung nicht das antirachitische Provitamin; sie 
enthalten vielmehr diesen durch sein Ultraviolettspektrum und seine 
physiologische Aktivierbarkeit gekennzeichneten Stoff nur als ge- 
ringe Verunreinigung. 

Diese neue und wichtige Erkenntnis ist erst nach langen Um- 
wegen gewonnen worden. Es ist dann aber sehr rasch vorwärts 
gegangen, vor allem dank der Verwendung der optischen Methode 
an Stelle des Tierversuchs. Die Ultraviolett-spektrometrie gibt in 
3 bis 4 Stunden Aufschlüsse, für welche der Tierversuch 3 bis 4 
Wochen braucht, sie erlaubt das Provitamin nicht nur rasch 
qualitativ zu erkennen, sondern vor allem die bei den Umsetzungen 
erfolgende Zunahme oder Abnahme desselben mit grofer Genauig- 
keit quantitativ zu bestimmen. Für wichtige Versuche ist die 
Kontrolle durch den Tierversuch natürlich unentbebrlich. Die 
optische Methode hat zunächst dazu gedient zu prüfen, ob es noch 
andere Verfahren gibt, das Cholesterin frei von Provitamin zu er- 
balten, als den Weg über das Cholesterindibromid oder das Allo- 
cholesterin. 

Das ist tatsächlich der Fall Wir haben eine ganze Anzahl 
Môglichkeiten hierfür gefunden. Wird eine alkoholische Lôsung 
von 100 g Cholesterin in 4 1 Alkohol mit 10 g Blutkohle eine 
halbe Stunde erwärmt und dieses Verfahren ein zweites Mal an 
der filtrierten Lôsung wiederholt, ist das aus der Lüsung zurück- 
gewonnene Cholesterin frei von Provitamin. Wird eine Aceton- 
lôsung des Cholesterins mit einer Aceton-Permanganat-lôsung be- 
handelt, läft sich nach dem Abfiltrieren des Braunsteins die Haupt- 
menge des Cholesterins zurückgewinnen; dieses Cholesterin ist 
frei von Provitamin. Wird trocknes Cholesterin an der Luft 
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überbestrahlt, verschwindet nach mehreren Stunden die physiol. 
Wirkung wieder, augenscheinlich weil das zuerst gebildete Vitamin 
durch das Ozon zerstôürt wird. Das aus solchen Ansätzen durch 
wiederholtes Umkrystallisieren zurückgewonnene Cholesterin hat 
dauernd seine Aktivierbarkeit verloren, es ist frei von Provitamin. 

Die Befreiung des Cholesterins vom Provitamin ist also eine 
sehr einfache Aufgabe. Sehr viel schwieriger ist es dagegen das 
Provitamin im Cholesterin anzureichern oder gar frei von Cholesterin 
darzustellen. 

Beim Tierversuch schien sich herausgestellt zu haben, daB ein 
20 mal umkrystallisiertes Cholesterin dieselbe physiologische Wirk- 
samkeit besitze wie das nur einige Male umkrystallisierte Roh- 
produkt. Das ist nicht ganz zutreffend. Wir haben Cholesterin 
aus Essigester umkrystallisiert und gefunden, daf das Provitamin 
sich in den schwerer lôslichen Fraktionen anreicherte. In der 
schwerst lôslichen Fraktion war nach zehnmaligem Umkrystallisieren 
das Provitamin auf die dreifache Konzentration gebracht. 

Wirksamer ist noch die Hochvakuumdestillation. Wir haben 
aus 10 mal je 10 g Cholesterin je 1 g abdestilliert, die 10 Destillate 
vereinigt und aus ihnen 1 g abdestilliert. In diesem Gramm war 
die Konzentration des Provitamins auf das neunfache gesteigert. 
Am aussichtsreichsten erscheint es von vornherein das Provitamin 
aus dem Kobhle-adsorbat zurückzugewinnen; an Âther gibt das 
Adsorbat bemerkenswerter Weise kein Provitamin ab, dagegen 
gelingt es mit Xylol aus dem Kohleadsorbat ein Material heraus- 
zulüsen, dieses stellt aber leider nicht mehr das unveränderte 
Provitamin, sondern vermutlich ein Oxydationsprodukt dar. Augen- 
scheinlich ist das an der Blutkohle haftende Provitamin durch den 
Luftsauerstoff, der sich schwer ausschliefen läft, verändert worden. 
Wir müssen versuchen neue Versuche unter vülligem Ausschluf 
des Sauerstoffs vorzunehmen. 

Was läBt sich nun bisher über die chemische Natur des Pro- 
vitamins aussagen ? 

Das Provitamin liefert mit dem Cholesterin Mischkrystalle, 
auch das Acetylderivat des Provitamins liefert mit Cholesteryl- 
acetat Mischkrystalle. Durch Digitonin wird das Provitamin ebenso 
gefällt wie Cholesterin. Aus dem Digitonid läft sich das Sterin 
wieder extrahieren und durch die optische Untersuchung und durch 
den Tierversuch als aktivierbar erweisen. Diese Fällbarkeït durch 
Digitonin ist, wie ich gezeigt habe, hôchst charakteristisch für die 
Gruppe der Sterine. 
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Es scheint uns nach diesen Beobachtungen nicht zweiïfelbaft, 
daf das Provitamin dem Cholesterin nahe verwandt ist und in die 
Gruppe der Sterine gehôrt. Das Provitamin ist ungesättigt: denn 
wenn man das provitaminhaltige Cholesterin vorsichtig mit Wasser- 
stoff hydriert, verliert das Gesamtmaterial die physiologische 
Wirkung. Das Provitamin wird von Oxydationsmitteln speziell von 
Kaliumpermanganat viel leichter angegriffen als Cholesterin, auch 
gegen Sauerstoff und Ozon ist es empfindlicher als Cholesterin. 
Während Cholesterin und Sitosterin durch Brom in Dibrom- 
additionsprodukte überführt werden, aus denen die Sterine mit 
Zinkstaub unverändert regeneriert werden, wird das Provitamin 
unter denselben Bedingungen vollkommen zersetzt. 

Das Provitamin absorbiert selektiv in viel langwelligerem 
Ultraviolett als das Cholesterin, es ist also farbiger als Choles- 
terin. 

Aus allen diesen Befunden scheint mit gro$er Wahrscheinlich- 
keit hervorzugehen, daf das Provitamin ein stärker ungesättigtes 
Sterin ist als Cholesterin, vielleicht ist es ein dem Cholesterin in 
geringen Mengen beigemischtes Dehydrocholesterin. Das Vorkommen 
eines solchen im Cholesterin wäre nicht unwahrscheinlich; denn 
auch unter den pflanzlichen Sterinen finden sich neben dem einfach 
ungesättigten Sitosterin auch Phytosterine mit 2 Doppelbindungen 
und im Pilzreich kommt sogar ein Sterin mit 3 Doppelbindungen 
vor, das Ergosterin C37H420 neben einem solchen mit 2 Doppel- 
bindungen, dem Fungisterin. Beide künnten dem Provitamin nahe 
stehen. 

Wir haben darum zunächst die Phytosterine mit 2 Doppel- 
bindungen im Tierversuch prüfen lassen und haben gefunden, da 
sie in reinem Zustand durch Bestrahlung nicht aktivierbar sind. 
Das war etwa das 30. Präparat, das wir erfolglos auf Aktivierbar- 
keit prüften. 

Wir sind dann mit grofien Erwartungen an die Untersuchung 
des Ergosterins herangegangen. Es waren vor allem 2 Tatsachen, 
die uns hoffen liefien, hier endlich auf dem richtigen Wege zu 
sein. Einmal wird Ergosterin ebenso wie das Provitamin durch 
Brom irreversibel zerstôrt; ferner aber liefert es eine Farben- 
reaktion, die wir in unserm 9Ymal konzentrierten Provitamin 
deutlich beobachten konnten. Schüttelt man eine sehr verd. Chloro- 
formlüsung des reinen (’holesterins mit 92°} iger Schwefelsäure, so 
färbt sich die Chloroformlüsang allmählich blutrot, während die 
92°/oige Schwefelsäure farblos bleibt und hüchstens ganz schwache 
grünliche Kluorescenz zeigt. Schüttelt man dagegen eine verdiünnte 
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Chloroformlôsung des Ergosterins mit 92 °higer Schwefelsäure, so 
bleibt das Chloroform farblos und die Schwefelsäure wird blutrot. 
Unser an Provitamin angereichertes Cholesterin gab nun sehr 
deutlich nicht nur die Blutrotfärbung des Chloroforms, sondern 
auch eine rôtliche Färbung der Schwefelsäure. 

Die Erwartungen, die wir an die Untersuchung des Ergosterins 
knüpften, haben sich erfüllt. Nach den Messungen von Prof. Pohl 
gibt eine Ergosterinlôsung 1 : 600000 in absol. Alkohol bis in alle 
Eïnzelheiten genau dasselbe Ultraviolett-absorptions-spektrum wie 
eine 1‘Joige Lôüsüung des nur physikalisch gereinigten Cholesterins. 
Unter der Voraussetzung, daB das Provitamin mit dem Ergosterin 
identisch ist, enthält das Cholesterin 1/60 °/o Provitamin. Wir haben 
dann reines, provitaminfreies Cholesterin mit ‘/60°/o Ergosterin 
vermischt und ein Produkt erhalten, das sich weder durch Krystall- 
form, noch durch Schmp., Drehungsvermügen oder analytische 
Zusammensetzung von Cholesterin unterscheidet. Dies ist unsere 
Entschuldigung dafür, daB wir diese Beimischung so lange über- 
sehen haben. Optisch verhält sich aber dieses Gemisch genau wie 
das nur durch Umkrystallisieren gereinigte Cholesterin; auch die 
Ausbleichung mit ultraviolettem Licht erfolgt genau in derselben 
Art und in demselben Zeitraum bei beiden Präparaten. 

Es ist also sicher, daB das Ergosterin optisch bis in jede 
Einzelheit mit dem Provitamin identisch ist. Ob es ihm chemisch 
nur äufBerst nahe verwandt ist (wie Sitosterin dem Cholesterin) 
oder ob es mit ihm identisch ist, kônnen wir noch nicht mit aller 
Bestimmtheit sagen. 

Bei dieser Sachlage sind wir mit der grôBten Spannung an 
die Tierversuche herangegangen. Schon früher war an einem 
Ergosterinpräparat aus Mutterkorn gezeigt worden, daB es nach 
der Bestrahlung in der üblichen Dosis von 1 mg bei rachitischen 
Ratten wirksam war. Für weitere Versuche hat uns Herr Dr. 
Reindel (München) Ergosterin aus Hefe zur Verfügung gestellt, wofür 
wir ihm herzlich danken müchten. Die Rattenversuche haben einen 
vollen Erfolg gehabt. In der Dosis von ‘/50 mg hat das be- 
strahlte Ergosterin eine sichere Heilwirkung bei der rachitischen 
Ratte hervorgerufen. Interessant ist es dabei, daf eine mebr als 
tausendfache Überdosierung nicht die geringste schädliche Wirkung 
besitzt. 

Aus unsern Versuchen ergibt sich also mit voller Sicherheit, 
daB das Ergosterin oder ein Sterin, das in seinem Absorptions- 
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spektrum und in seiner physiologischen Wirkung vollkommen mit 
dem Ergosterin übereinstimmt, das antirachitische Provitamin 
darstellt. 

Zuletzt erhebt sich nun noch die Frage, was geschieht mit 
dem Ergosterin, wenn es mit ultraviolettem Licht bestrahlt wird. 
Zunächst ist hervorzuheben, daB die Bestrahlung nicht zu einem 
Gleichgewicht fübrt; das Spektrum des Provitamins verschwindet 
vollkommen und ein neues, kurzwelligeres Absorptionsspektrum, 
dasjenige des Vitamins, tritt an seine Stelle. Aber auch chemisch 
kann man dasselbe beweisen. Ergosterin fällt wie alle Sterine 
mit Digitonin quantitativ aus; bei der Bestrahlung nimmt die 
Fällbarkeit mit Digitonin dauernd ab, und wenn das charakte- 
ristische Provitamin-Spektrum verschwunden ist, hat auch die Fäll- 
barkeit mit Digitonin aufgehôrt. Das ist sehr interessant, weil 
auch das Vitamin des Lebertrans durch Digitonin nicht fällbar 
ist. Das zurückbleibende Vitamin ist ein Isomeres oder Polymeres 
des Ergosterins, mehr kônnen wir noch nicht darüber sagen. 


Nachschrift. 


An diesen Untersuchungen haben sich im Allgem. Chem. Uni- 
versitätslaboratorium Gôttingen vor allem die Herren Dr. Linsert, 
Dr. Holtz, Dr. Borgeaud, Herr Schicke beteiligt. Ich danke ihnen 
herzlich für ihre Hilfe. Versuche mit bestrahltem Ergosterin haben 
Herr Privatdoz. Dr. Gyüôrgy in der Heidelberger Kinderklinik, 
Herr Prof. Dr. Bäumer in der Kônigsberger Kinderklinik im Gange. 


Der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft spreche ich 
für die mir gewährte Unterstützung meinen verbindlichen Dank aus. 


Windaus. 


Über das Absorptionsspektrum 
des antirachitischen Provitamins und Vitamins. 


Von 
R. Pohl. 


Vorgelegt in der Sitzung am 14. Januar 1927. 


Kürzlich habe ich in diesen Nachrichten einige quantitative 
Messungen der Lichtabsorption des antirachitisch aktivierbaren 
Cholesterins mitgeteilt. Es handelte sich dabei um eine licht- 
elektrische Photometrierang der Absorptionsspektra etlicher von 
Windaus hergestellter Cholesterinpräparate. — Diese Versuche 
hatten ein sehr einfaches Ergebnis gebhabt: Die durch Licht aktivier- 
baren Cholesterinpräparate, und zwar nur diese Cholesterinpräparate, 
zeigten ein selektives und charakteristisches ultraviolettes Banden- 
spektrum, das bestimmt nicht dem Cholesterin selbst angehôren 
konnte. Es mufite sich vielmehr mit Sicherheit um eine andere 
Substanz handeln, die dem Cholesterin selbst nur in einer Konzen- 
tration von wenigen Promillen beigemengt sein konnte. Diese 
Substanz, die sich photochemisch in das eigentliche Vitamin um- 
wandeln läft, nennt Windaus das Provitamin. Ich schlofi meine 
kurze Mitteilung mit dem Hinweis, daf man die optische Absorp- 
tion als Indikator bei der Anreicherung der unbekannten Substanz 
benutzen künne und gab der Hoffnung Ausdruck, daf man durch 
die quantitative optische Untersuchung der Windausschen Präparate 
bald zu chemisch fafbaren Mengen dieser wichtigen Substanz 
gelangen kônne. 

Diese Hoffnung hat sich über alles Erwarten rasch erfüllt. 
Das erwähnte selektive Absorptionsspektrum gehüôrt dem Ergosterin 
an, einer chemisch durch Windaus Untersuchungen wohldefinierten 
Substanz. Zur Ergänzung der Windausschen Mitteilung berichte 
ich im Folgenden über die Einzelheiten: 

Fig. 1 zeigt, und zwar wiederum nach Messungen von Herrn 
cand. phys. ReuB, die Absorptionskoeffizienten des Windausschen 
Ergosterins in alkoholischer Lüsung bei der winzigen Konzentration 
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von {/1000 Prozent. Der Absorptionskoeffizient beträgt bei À — 
280 mu 0,077 mm. 

Daneben stehen in Fig. 2 die Absorptionskoeffizienten des 
Provitamins, wie es einer einprozentigen, antirachitisch aktivier- 
baren Cholesterinlôsung als chemisch nicht fafbarer Begleiter bei- 
gemengt ist. Der Absorptionskoeffizient erreicht hier bei 280 mu 
den Betrag von 0,013 mm *. 

Ein Vergleich der beiden Figuren zeigt zunächst Zweierlei: 

1) Das ultraviolette Absorptionsspektrum des Ergosterin fällt 
in seinen wesentlichen Zügen mit dem des Provitamins zusammen. 
Die Identität der Maxima ist unverkennbar. : 

2) Die Absorptionskoeffizienten der einzelnen Wellenlängen 
sind bei der Ergosterinlôsung trotz ihrer tausendmal geringeren 
Konzentration rund 6 mal so hoch, als die des Provitamins in der 
einprozentigen Cholesterinlôsung. 

Daraus folgt, daf das Provitamin in der Cholesterinlôsung 
nur rund /60°/o oder ‘/6000 des gelüsten Cholesterinpräparates aus- 
gemacht haben kann. Das aber ist eine glänzende Bestätigung 
des Windausschen Befundes, daB seine Cholesterinpräparate bei 
ihrer photochemischen Aktivierung bis auf wenige Promille chemisch 
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Fig. 3 Fig. 4 


ungeändert bleiben. Auch erscheint es nachträglich nicht ganz 
ungerechtfertigt, wenn ich die unbekannte Substanz des Provi- 
tamins in der vorangegangenen Mitteilung vergleichsweise als 
einen ,Farbstoff“ bezeichnet habe, der sich im Ultravioletten bei 
ähnlich kleinen Konzentrationen bemerkbar mache, wie die tech- 
nischen Farbstoffe im Sichtbaren. Denn das Ergosterin schwächt 
bei einer Konzentration von ‘/1000°/0 das Licht in seinem Absorp- 
tionsstreifen so stark, daB die Lichtintensität schon in einer 
Schichtdicke 1/0,077 — 13 mm auf den e-ten Teil oder auf ca. 37°/0 
beruntersinkt. 

Zur weiteren optischen Identifizierung des Ergosterins mit 
dem unbekannten Farbstoff war der Nachweïis der photochemischen 
Umwandlung des Ergosterins notwendig.  Qualitativ lieB sich 
dieser Nachweis sofort erbringen. Wenige Minuten Bestrahlung 
mit einer Masnesiumfunkenrecke ergab eine deutliche , Ausbleichung“ 
des Ergosterins, d. h. einen Abbau der Banden bei 250 mu. 

Damit ergab sich sogleich die Aufgabe, nun auch die photo- 
chemischen Reaktionsprodukte der ,Ausbleichung* optisch nach- 
zuweisen, oder mit andern Worten das Absorptionsspektrum des 


7 
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Vitamins selbst aufzufinden. Ich darf wohl schon hier der Kürze 
halber das photochemische Reaktionsprodukt des Ergosterins als 
Vitamin bezeichnen, obwohl bei der Ausführung dieser optischen 
Versuche die mit begreiflicher Ungeduld erwartete Kontrolle durch 
das Tierexperiment noch ausstand. 

Nach früheren Vorversuchen von Herrn cand. phys. Reuf an 
provitaminhaltisem Cholesterin muften die wesentlichen Teile des 
Absorptionsspektrums der photochemischen Reaktionsprodukte im 
noch kurzwelligeren Ultraviolett gesucht werden. Infolgedessen 
wurden die Absorptionsmessungen nunmebr unter Mitwirkung von 
Herrn cand. phys. Hilsch bis zur Wellenlänge 200 mu herunter 
ausgedehnt. Es gelang unerwartet leicht, sich durch Benutzung 
kleiner Schichtdicken auch noch in diesem Spektralgebiet durch 
Differenzmessungen von der Eigenabsorption des Lôsungsmittels, 
also des Alkoholes, frei zu machen. Man wird wahrscheinlich auch 
bald bis zur Absorptionsgrenze der Luft, also etwa 186 mu, vor- 
dringen kônnen. 

Man findet in Fig. 3 Absorptionskoeffizienten des Ergosterins 
für eine Konzentration von ‘/25 °jo. Der Maximalwert des Absorp- 
tionskoeffizienten beträgt 2,5 mm. Er ist also ca. 33 mal grôüfer, 
als für die 40mal verdünntere Lüsung bei den Messungen der 
Fig. 1. In erster Annäherung geben also die Messungen eine 
Proportionalität von Absorptionskoeffizient und Konzentration. 
Das muf später noch genaner nachgeprüft werden. 

Dann gibt weiterhin Fig. 4 das Spektrum ger gleichen Ergo- 
sterinlôsung von ‘/5°/o Konzentration nach 25 Minuten Bestrahlung 
mit Magnesiumfunkenlicht. Die Differenz der beiden Kurven in 
Fig. 8 und 4 gibt mit ihren positiven Werten die bei dem photo- 
chemischen Umsatz neu geschaffene Absorption. Das so gewonnene 
Spektrum ist in Fig. 4 schraffiert eingetragen. Es ist also das 
Spektrum des photochemischen Reaktionsproduktes oder das des 
Vitamins. Es liegt erheblich kurzwelliger als das des Ergosterins 
oder Pravitamins. Weitere Messungen werden wohl noch einige 
Einzelheiten berichtigen, z. B. entscheiden, ob dies Spektrum auch 
noch schwächere Banden bei längeren Wellen hat. 

Dies photochemische Reaktionsprodukt, oder kurz das Vitamin, 
ist von Kollegen Windaus chemisch noch nicht identifiziert. Auf 
jeden Fall wird aber die quantitative Kenntnis des Spektrums 
‘auch bei der Lüsung dieser biochemischen Aufgabe fôrderlich sein. 

Nachtrag (29. 1. 1927): 

Meinen obigen Ausführungen môchte ich noch einige Worte 
über die Technik der lichtelektrischen Absorptionsmessungen an- 


Lo 
« 
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fügen, da dies nunmebr in der Vitaminfrage bewährte Verfahren 
in Zukunft ja bei manchen anderen biochemischen Problemen in 
Anwendung gebracht werden wird. 

Die Grundlage des ganzen Verfahrens ist die lichtelektrische 
Photometrie. Sie ist 1893 von Elster und Geitel, den beiden 
verdienstvollen Wolfenbüttler Gymnasiallehrern, geschaffen worden !). 
Fällt Licht auf eine Metalloberfläche in einer Vakuumzelle, so 
entweichen, in unserer heutigen Ausdruckweiïse, Elektronen. Diese 
lassen sich mittels einer Batterie und eines Strommessers nach- 
weisen. Die Amperezahl dieses lichtelektrischen Stromes ist nach 
Elster und Geitels Feststellungen in beliebigem Intensitätsbereich 
der Lichtintensität proportional. Wir sehen in Fig. B bei Z1 eine 
derartige Photometerzelle mit einer Batterie E von etwa 100 Volt 
(z. B. Anodenbatterie des Rundfunks). Zur Strommessung dient 
besonders einfach die Aufladung eines Einfadenelektrometers A: in 


Fig. 5. 


einer mit der Stoppuhr festgelegten Zeit. Die Zahl der Skalen- 
teile pro Sekunde ist ein relatives MaB für die Stromstärke und 
somit auch der Lichtintensität der benutzten Wellenlänge ?). 

Die zu untersuchende Substanz befindeïsich als Lôsung in der 
Küvette I mit Quarzfenstern. Die Schwächung des Lichtes rübrt 


1) J. Elster und H. Geitel Wied. Ann. 48, 625, 18983. 
2) Rascher arbeitende Kompensationsschaltungen zur Strommessung z. B. bei 
R. Pohl, Elster und Geitel-Festschrift, S. 192, Verlag Vieweg 1915 oder bei H. v. 
Halban und H. Geigel, Ztsch. f. phys. Chem. 96, 214, 1920. 
Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. KI. 1926. Heft 2. 14 
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aufer von der gelôsten Substanz von einer Absorption im Lüsungs- 
mittel und von den Reflextionsverlusten an den Fenstern her. Die 
beiden letzteren eliminiert man durch eine zweite gleiche Küvette, 
die nur das reine Lôsungsmittel enthält. Man schiebt diese Kü- 
vette II in den Strahlengang und mifit die Intensität J, des durch 
sie durchtretenden Lichtes. Hingegen sei J die Intensität hinter 
der Lôüsung. Dann gilt 


érals se 


J—= Je ** oder x — a 


0 


wenn d die Schichtdicke in mm bedeutet. Bei diesem altbekannten 
Verfahren muf man 2 technische Kunstgriffe beachten : 

1) Für Photometerzwecke in weitem Spektralbereich sind 
Photozellen mit Alkalimetallfüllung besonders geeignet. Sie sind 
aber leider recht selektiv'). Sie liefern für eine gegebene Wellen- 
länge nur dann richtige Werte, wenn diese Wellenlänge spektral 
sehr rein verwandt wird. 

Bei einfacher spektraler Zerlegung bekommt man stets sehr 
merkliches Nebenlicht anderer Wellenlängen. Es rührt von der 
unvermeidlichen Zerstreuung des Lichtes in den Linsen und im 
Prisma her. Dies Nebenlicht muf man durch einen zweiten Spektral- 
apparat weitgehend beseitigen. So kommt man zu dem in Fig. 5 
ohne weiteres verständlichen Doppelmonochromator ?). Er besteht 
einfach aus zwei hintereinander geschalteten Spektralapparaten. 

2) Als Lichtquelle ist die Quecksilberdampflampe sehr beliebt 
und geeignet. Sie ist sechr konstant, hat aber unter 250 my nicht 
genug Emissionslinien. Man hilft sich da leicht mit Funkenstrecken 
F als Tichtquelle. Mg, Zn, Cd und Al reichen wohl für alle 
Zwecke aus. — Tic Funkenstrecken haben jedoch den Nachteil 
sehr geringer Konstanz. Man wird im allgemeinen mit einem 
Wechsel der primären Strahlungsintensität während einer einzelnen 
Messung rechnen. Aber dieser Nachteil läft sich leicht beseitigen. 
Es ist unvermeidlich, daf an der Vorderseite des Prismas II et- 
liches Licht durch Reflexion verloren geht, es ist durch die Strahlen 
S angedeutet. Dies Licht läft man auf eine zweite Photozelle Z, 
fallen, die mit einem zweiten Einfadenclektrometer A4, verbunden 


1) R. Pohl und P. Pringsheim, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 12, 215, 1910: 
15, 173, 1913. 

2) I. Lehmann, Ann. d. l’hys. (4) 5, 633, 1901. G. Rudert, ebenda 31, 
559, 1910. 


Absorptionsspektrum des antirachitischen Provitamins und Vitamins. 191 


ist. Auf diese Weise kann man mühelos jede Schwankung der 
Funkenstreckenhelligkeit eliminieren !). 

Diese beiden keineswegs neuen technischen Kunstgriffe haben 
sich im hiesigen Institut seit Jahren bei vielen quantitativen 
Arbeiten im Ultravioletten bewährt. Ich denke, daf sie auch bei 
der Anwendung der quantitativen spektralen Absorptionsmessungen 
für weitere biochemische Zwecke nützlich sein werden, und nur 
deswegen habe ich hier noch einmal kurz auf sie hingewiesen, 


1) Dies Verfahren hat sich wohl zuerst in der Rüntgenoptik allgemein ein- 
gebürgert. Selbstverständlich kann man die Schwankungen der Lichtquelle auch 
durch eine Gegeneinanderschaltung der beiden Photozellen eliminieren. Das haben 
z. B. für lichtelektrische Absorptionsmessungen P. P. Koch, Ann. d. Phys. 39, 
705, 1912, getan, oder H. v. Halban und K. Siedentopf, Ztsch. f. phys. Chem. 100, 
208, 1922. 


Gôüttingen, I. Physikalisches Institut der Universität. 
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Bemerkungen 
über nichthomogene lineare Differenzengleichungen. 


Von 
Hans Späth in Gôttingen. 


Vorgelegt von R. Courant in der Sitzung vom 28. Januar 1927. 


In einer kürzlich in den Gôttinger Nachrichten erschienenen 
Arbeit!) untersucht Herr Walther das asymptotische Verhalten 
der Lüsungen von nichthomogenen linearen Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten 


(1) Âu(a) +0, Au(a)++au(x) = pa) 
unter der Annahme, da die rechtsstehende Funktion (x) mit 
wachsendem x einem endlichen Grenzwert zustrebt: lim (x) = b. 
Er zeigt, daB immer Lôsungen — mindestens eine "von (1) exi- 
stieren, die mit wachsendem x dem Grenzwert = zustreben, wenn 
für alle Wurzeln a, der charakteristischen Gleichung 
(2) a+ one ++ = 0 
die Ungleichung 

[1+a,æ| + 1 
gilt. Die letzte Bedingung schlieft den Fall aus, daB eine Wurzel 
a, — 0, also c, = 0 ist (für c, — 0 hat ja auch 4 keinen eigent- 


lichen Sinn), und die Voraussetzung c, + 0 wird von Herrn Wal- 
ther auch von vornherein gemacht. 

Im folgenden soll nun an einigen Bcispielen gezeigt werden, 
daf diese Voraussetzung wesentlich ist. Ich beschränke mich dabei 
auf den Fall, daf w — 1 ist und die Variable æ die positiven 
ganzen Zahlen durchläuft. 


1) A. WALTHEK, Über nichthomogene lineare Differenzengleichungen, Gôtt. 
Nachr. (matb.-phys. KI), 1926, S. 104—119 (Sitzung vom 29. Oktober 1926). 
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1. Beispiel. 

(3) Au(n) = u(n+1)—u(n) —= q(n) (n:= 1,2,.:.). 

Man bat dann 


n—1 
un) = u (+5 ge) 
u(n) strebt also mit wackisendem n genau dann gegen einen end- 


lichen Grenzwert, wenn D (y) konvergiert. Es streben dann 


alle Lôsungen von (3) Gi Grenzwerten zu, aber diese Grenz- 
werte sind nicht alle gleich wie im Falle c, + 0, sondern hängen 
von dem jeweiligen Anfangswert w(1) ab. 

Ich greife kurz einige charakteristische Füälle heraus. 

A) Es sei 


Les | n— 
p(n) = Cure LAN 7 Mer 
Für jede Lôsung gilt: 
ù 2-1) 
lim u(n) = u(1)+ D -—"— = (1) + log 2. 
ñn —> —1 2 
B) Es sei 


pr) = b+ (= POS 


Unabhängig vom Anfangswert (1) strebt jede Lüsung von (3) 
gegen + co, je nachdem b Z 0 oder b < 0 ist. 

C) Es sei 

1 n n 
DEL D) = plohRes.., Ve) = QU: 
abs 
2 

Die Lüôsungen von (3) oszillieren für jeden Anfangswert (1) 
zwischen #(1) und (1) +1. 

2. Beispiel. 


= pE*—1) = 


(4) Âu(n)+2Au(r) = p(n) 
oder 
(4a) u(n+2)—u(n) = pin) (n = 1,2,...). 


Man erhält alle Lüsungen, indem man #(1) und (2) beligbig wählt, 
und zwar ist für # = 1,2,...: 


“@R=1) = u(D+ D pr), u@D = «@+ S px. 
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u(n) kann daher mit wachsendem # PR DEMAUES nur dam einem end- 


lichen Grenzwert zustreben, wenn À pC@x—1) und Ep») kon- 
vergieren. Ist das der Fall, so ist für jede Lüsung von (4) 


lim u(2%—1) = u(1)+ px 1) 


k —> © 
ee] 
lim u(24) = u(2)+ à p(2x) 
k —> © x — 


Es streben also dann genau die Lôsungen gegen endliche Grenz- 
werte, für die 


u(L)+ S px 1) ta. “(+ Sp») 


gilt. 
A) Es sei 
1 1 
p(2k—1) —= SLT p(2k) = — 2x (& —: b 2, 22. 
Für alle Lôsungen gilt unabhängig von den Anfangswerten 
lim w(2k—1) — +oo, lim u(2k) — — oo. 
k — © k —> @ 
B) Es sei 
pue CD @=1,2..) 
n(n + 2) 2) ) 


Man hat für alle Lôsungen von (4) 
lim u(2k—1) = u(1)—4, lim w(2k) — u(2)+1, 
k —> © 


k —»> co 


also genau für die Lôsungen mit w(2) — w(1) — 


lim un) = u(1)—ÿ = u(2)+1. 
n -> 
In den obigen Beiïspielen ist die Variable æ auf die positiven 
ganzen Zahlen beschränkt. Man kann aber daraus leicht Beispiele 
herleiten, in denen (x) für alle æZ1 definiert ist, indem man 
zwischen den Werten œ(1), p(2),... linear interpoliert. Weitere 
Beispiele für den Fall, daf die Variable x alle recllen Zahlen 
Z 1 durchläuft, sind 


- sin TX 
() Aube 
(6) Au(z) — Pre 


Jede  Lüsung von (5) strebt auf allen Punktfolgen (x, + n), 
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AZx,<2; n—0,1,...), für »>c gegen endliche Grenzwerte 
b(x,), während (6) keine einzige derartige Lôüsung hat. 

Herr Walther hat auch den Fall behandelt, daB die Koefti- 
zienten der inhomogenen linearen Differenzengleichung 


nn n—1 « 
A ÂuG+e(n Au(r+e.+a(u(s) = p(a) 
zwar nicht konstant sind, aber mit wachsendem æ — die Variable 
æ ist dabei auf die positiven ganzen Zahlen eingeschränkt — gegen 
endliche Grenzwerte streben: 
(8) Him c,@) = Cuve 12, in 1) 

ZT —> © 
wobei wieder vorausgesetzt wird, daf lim c,(x) — €, + 0 aus- 
z —> © 


fällt. Mit gewissen Einschränkungen ergeben sich bei Herrn Wal- 
ther entsprechende Resultate wie für die Gleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten. Hingegen liegen die Verhältnisse für den 
Fall «, — 0 etwas anders. Es kann vorkommen, daf man auch 
noch bei €, = 0 ganz ähnliche Ergebnisse erhält wie im Falle 
€, + 0. Das zeigt sich schon in dem einfachsten Fall der nicht- 
homogenen Differenzengleichung erster Ordnung. 
Es sei also in 


(9) Au(n)+e,(n)u(n) = p(r) 


die Beziehung 


lim c{(n) = 0 
n —> 


erfüllt. Man sieht leicht, dafi (9) nur dann eine gegen einen Grenz- 

wert konvergierende Lôüsung haben kann, wenn (x) gegen Null 

strebt. Es werde daher von jetzt an lim (x) = 0 vorausgesetzt. 
n —> O0 


Man kann (9) auch in der Form 


(10) u(n+1)—e,u(n) = p(n) 
schreiben, wobei €, = 1—c,(n), also lim L, = List: 
Weiter sei noch vorausgesetzt, daf niemals e, = 0 ist. 
Aus (10) erhält man 
(1) u(n+1) = ere (u(D + PO 4 AT dr) 
und hat verschiedene Fülle zu unterscheiden : 
a) Es existiert im e,e,-..e, = db, wobei d endlich und Æ 0 ist, 


b) Es ist lim e,e,...e, = 0. 
LEE Lo 0) 
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c) Es ist lim [e,e,...e,| — oo. 
n —> 
d) lim e,e,...e, existiert nicht, aber [e,e,:.e,| bleibt be- 
n — © 
schränkt. 
e) le,e,-..e,| bleibt nicht beschränkt, und es gilt nicht 
lim |e,e,..-e,] = 00. 
n —> O0 


Zunächst ergibt sich aus (11), daf in den Fällen c) bis e) jeweils 
hôchstens eine Lüsung von (10) gegen einen endlichen Grenzwert 
streben kann. Denn ist w(n) irgend eine derartige Lôüsung, so gilt 
für jede andere Lüsung 
u(n) EX u(n) NC: Can (u(1)—u(1)) 

und e,e,-..e, ,(u(1)—w(1)) strebt in den Füällen c) bis e) keinem 
endlichen Grenzwert zu. In den Füällen a) und b) konvergieren 
entweder alle Lüsungen gegen endliche Grenzwerte oder keine 
einzige. 

Weiter sicht man, daB in den Füällen a) und c) für die Existenz 
derartiger Lüsungen notwendig ist, dafñ 


(12) ps, plante maip(s)hs 
ï € 


Ci, CARRE 7 


— 


1 2 
konvergiert. Im Falle a) ist diese Bedingung auch ausreichend. 
Es streben dann alle Lôsungen gegen cinen von w(1) abhängigeñ 
Grenzwert. Hinreichend (aber nicht notwendig) ist die Bedingung 
(12) auch im Falle d). Bestimmt man nämlich dann « (1) — (1) so, daf 
Co 
tps on DES Be 


fe 1ténCe vas 


ist, so ist bei hinreichend grofiem n 


pi = |s}+ 5. PPLTE TS PO LS, 
| nn) CHENE, Le Ce, 
mit belichig kleinem &. Daher ist für die Lüsung w(n) mit dem 
Anfangswert u(1) [u(n)| = [e,e,-..e, ,s,| < Ce, wo C cine Kon- 
stante ist, und Ce füllt mit & zugleich klein aus. Dicse Lôsung 
strebt also gegen Null, und nach dem Obigen gibt es keine weitere 
Lôsung, die gegen einen endlichen Grenzwert strebt. 

Wenn die g(n) so stark gegen Null streben, daf [p(n)| < C8" 
mit 9 < 1 und konstantem C bleibt, kann man ähnlich zcigen, daf 
in allen Källen a) bis c) Lüsungen existicren, die gegen einen end- 
lichen Grenzwert streben; abgeschen vom Fall a) ist dieser Grenz- 
wert gleich Null. In einzelnen Küällen läft sich das letzte Kr- 
gebnis_ verschäürfen. 2, B. genügt es in den Käillen a) und d) und 
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ebenso, wenn {e,e,:..e,| monoton gegen 0 oder co strebt, daB 


22] 
2 Ig(v)| konvergiert. 
Ve 
Man sieht also, daf$ nur im alle a) die Verhältnisse ungefähr 
so liegen wie bei Differenzengleichungen mit konstanten Koeff- 


zienten und c, — 0. In den andern Fällen treten Abweichungen 
auf. Diese Füälle kônnen aber nur bei ,schlechter“ Konvergenz 


(ee) [e 0) 

der e, vorkommen, da, sobald Y [1—e,] — Y [c(v)| konvergiert, 
DE | Y=—='1 

der Fall a) vorliegt. 

Beispiele zu allen fünf Fällen kann man einfach bilden. Man 
bestimmt zunächst eine Folge von Zahlen COIN I NEES es, COL 
gegen 1 streben und jeweils einem der Füälle a) bis e) entsprechen. 
Weiter wählt man eine Folge #(1), u(2), ..., #(n), ... mit 

him, Aw(n) = 0, lim (1—e,)u(n) = 0. 
n — 


n —> 


Zu diesen beiden Folgen wird eine Folge p(1), o(2), ..., q(n), 
durch die Gleichung 


u(n+1)—-e,u(n) = An(n)+(1—e,)u(n) = q(n) 


bestimmt, und es ist lim (x) = 0. 
n —> 
Die Dificrenzengleichung u(n+1)—e,u(n) = in), wobei e, 
und œ(”n) die obige Bedeutung haben, hat dann «(1). #(2), ... als 


Lüsung. Die üibrigen Lôüsungen haben die Form 
u(n) = u(n)+ee,...e,_.-C 
mit konstantem C. 

Indem man über die Folge #(1), #(2). ... gecignet verfügt (sie 
kann ja noch beliebig konvergent oder divergent sein), erhält man 
Beispiele für alle in den KFüällen a) bis e) auftretenden Môglich- 
keiten. 

Für die Käülle a) bis e) lassen sich Beispiele aber auch leieht 
ohne weiteres angeben : 


tu) Aux) + 7. 1): u(n) = MAT labre 
also 
l n(n + 2) 
UT (n pi} 4 M4"? 
: QE 7 
Mi CARE ue sin, HAN 712- 


Keine Lôüsung konvergicrt gegen einen endliehen Grenzwert, weil 
die Reïhe (12) divergiert. 
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Du 1 
(e +1) 


Jede Lôsung strebt gegen einen endlichen von w(1) abhängigen 
Grenzwert. 


me 


af) Au(n) + (n = 1,2...) 


1 1 
ba) AE re == MH} (n = 1; 2, Ps 
also 

1 n ; ; lys 
ol iois DS HE LO) RAC CR 
Alle Lôsungen streben gegen Null. 
1 1 

bf) Au(n) + u(r) sr (ni, 2,840) 


Eine spezielle Lôüsung ist w(n) — 1; folglich streben alle Lôsungen 
gegen lÎ. 


by) Au(n) + —— 


Keine Lôsung konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert; denn 
man erhält aus (11) 


lim u(n) = lim 2 ((1)+ VE + VB ++ Vn) — 00, 


n > © 
AE pytehates Lnihes A 
L) non tnt D EE 
also 
… 1 . n+1 : sal uv: e 
és dits FÉES Jim @e,-..e, ee im (+1) = C0. 


Keine Lüsung konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert, da 


I Ue EE 1 


Ne 2 2 (v+1)log(v+1) 


divergiert. 

1 1 
CB) Au(n)—u(r) = n +2) ( 1,.2, ...) 
2 pv) - 1 


2 e,e,...e, me 2 v(v+1)(v+2) konvergiert, und man erhält 


für die Lôsung u(n) mit dem Anfangswert 
1 


LD ST 2er Derpna 


our 
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a. Pr do 
u(n) Cie en a(r a+ 5 ee, ne Eee" En D 
etes 
2(n+1)' 
Genau diese Lôsung strebt also gegen Null. 
1 1 
Cy) Au(n)—u(x) = = (aise 1, 2,0) 


Die Gleichung hat als einzige gegen einen endlichen Grenzwert 
strebende Lôsung u(n) — —1. 
d) Für den Fall d) gewinnen wir Beispiele nach der obigen 


Konstruktionsvorschrift. Es sei e, — (1 + #) mit 


= —=+le—=e, = —1,:.., 69, = 6, =... = En —=(—1). 


Die e, entsprechen dem Fall d); denn speziell die Produkte 


) 
P, = 6,6, = 8, FE CE Css — 8-5; ; 
1 ni 
Per — 6,6, °°" ex —= Paris) Port = DEAN. 


bleiben beschränkt, streben aber keinem gemeinsamen Grenzwert 
zu, und auch die übrigen Produkte bleiben beschränkt. Weiter sei 


jé æ ! = CAP | 
u (1) — 1, u (2) — l+, 5, u(n) = mer HS, 
also 


1 Là 1 Ne 
pD=g-L PO=3-glits) om RS 


und p(n) strebt gegen Null. Die Gleichung 
u(n+1)—eu(n) = p(r) 


hat dann die Folge w(1), (2), ... als Lôsung. Diese strebt gegen 
co, also gegen keinen endlichen Grenzwert. Dasselbe gilt dann 
natürlich auch von jeder andern Lôsung. Wählt man hingegen 


u(n) = da so erhält man ein Beispiel für den Fall d), wo die 
à P 


Gleichung eine nullstrebige Lôsung hat, und schlieBlich für &(n) = 1 
eine Gleichung mit einer gegen 1 strebenden Lôsung. Ganz ähn- 
lich liegt die Sache im Falle e). 
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Bemerkungen über die anormale Schallausbreitung in 
der Luft. 


Dritte Mitteilung !) 
(gehôrig zu den ,Forschungsarbeiten über Sprengungen, unterstützt 
durch die Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft“). 


Von 
E. Wiechert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Februar 1927. 


Vorbemerkungen. Der ,anormale“ Schall infolge von 
Explosionen, der in 110—190 km vom Schallherd beginnt, meist 
hinter einer deutlich ausgeprägten ,Zone des Schweigens“, zeigt so 
hohe Laufzeiten, daf auf einen starken Umweg durch die Strato- 
sphäre hoch über der Troposphäre geschlossen werden mu. — Am 
nächsten liegt es, die Ursache für die Rückkehr des anormalen 
Schalles zur Erde im Wind zu suchen. Nach Beobachtnngen mit 
Sondenballonen hat die Stratosphäre bis herauf zu etwa 30 km 
Temyperaturen in der Nachbarschaft von —60° C. Nimmt man 
solche Temperaturen für die in Betracht kommenden Hôhen an, so 
ergibt die Rechnung, da$ Windgeschwindigkeiten von 40—50 m/sec 
genügen, um den Schall zur Erde zurückzulenken?). Derartige 
Windgeschwindigkeiten und noch viel grôfiere sind in der Strato- 
sphäre durch Beobachtung des Zuges von Meteoritenschweïfen tat- 
sächlich beobachtet worden. So steht sicher fest, da der Wind 
oft anormalen Schall bewirken kann. Dennoch wird von vielen 


1) Erste Mitteilung, diese Nacbrichten, math.-physikalische Klasse, 1925, 
S. 49—69; Zweite Mitteilung, 1926, S. 93—103, in Sonderdrucken ausgegeben am 
17. Dezember 1926. 

2) w sei die Schallgeschwindigkeit relativ zur Luft, « die Windkomponente 
in der betreffenden Richtung, dann môüge v+w die zugehürige ,,ganze Schall- 
geschwindigkeit bei horizontalem Lauf‘ heïfen. Damit in irgend einer Richtung 
anormaler Schall zur Erde zurückkommen kann, mu in der Hôühe die ganze 
Schallgeschwindigkeit bei horizontalem Lauf grüfer sein als am Erdboden. Vergl. 
E. Wiechert, Meteorolog. Zeitschrift 1926, S. 81—91. 

Ges. d. Wiss. Nachbrichten. Math.-phys. Kl. 1926. Heft 8. 15 
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Forschern angenommen, diese Erklärung genüge nicht, es seien 
noch andere Ursachen am Werk. Der erste Anlaf hierfür wurde 
durch G. von dem Borne geboten, der 19101) seine viel beachtete 
Theorie des anormalen Schalles gab. Er verwertete die bekannte 
Vorstellung, daB die leichteren Gasbestandteile der Atmospnäre 
insbesondere der Wasserstoff, mit wachsender Hôhe immer mehr 
hervortreten und schlieflich vorherrschen müften. Es müfte dem- 
gemäf die Schallgeschwindigkeit nach oben zu anwachsen und 
dieses sei die wesentliche Ursache für das Auftreten des anormalen 
Schalles. 

Nach dem Kriege wurden vielfach alte Sprengstoffvorräte ver- 
nichtet. Ich habe in den früheren Mitteilungen hervorgehoben, 
wie in Deutschland die ,Notgemeinschaft der Deutschen Wissen- 
schaft® unter ihrem Präsidenten F. Schmidt-Ott dafür sorgte, 
daB damit wissenschaftliche Zwecke verbunden wurden. Da ich 
der ,Sprengkommission“ (Vorsitzender H. Hergesell) angehüre, 
arbeitet das Güttinger Geophysikalische Institut mit. 

Bei Sprengungen in Jüterbog am 24. Juli 1924 wurde der 
anormale Schall gut gehürt und mit Apparaten (,Luftseismometer“) 
beobachtet. Dabei zeigte sich nun, daf der Schall früher eintraf, 
als nach der von dem Borneschen Theorie zu erwarten war. Es 
mufte geschlossen werden, da8 der Schall weniger hoch hinauf- 
gegangen war, als die Theorie in diesem Fall annimmt (58 km). 
Die späteren Beobachtungen anderer Sprengungen führten zu ent- 
sprechenden Folgerungen; in meiner ersten Mitteilung über den 
anormalen Schall konnte ich schliefen, die Scheitelhôhe liege im 
allgemeinen zwischen 80 und 40 km. — Nach neueren Untersuchungen 
sind die Wasserstofflinien im Spektrum des Polarlichtes nicht merk- 
lich. Ist die vermutete Wasserstoffatmosphäre vielleicht garnicht 
in der angenommenen Weise vorhanden? Sollte etwa doch der 
Wind bei den vorliegenden Beobachtungen die alleinige Ursache 
des anormalen Schalles gewesen sein? — Bei einer Explosion bei 
Moskau, am 9. Mai 1920, bildete der Bereich der Hôrbarkeit um 
die Zone des Schweigens einen vollständigen Ring; bei Sprengungen 
in Jüterbog am 8. Mai 1923 bestand ein solcher Ring sicher zu °4 
und war wahrscheinlich ebenfalls vollständig, denn es fehlte in den 
Beobachtungen nur das Stück in Bôühmen, wo die deutsche Organi- 
sation nicht wirkte; bei einer Explosion in Vergiate (nahe Mailand) 
am 26. November 1920 umfafiten die Gebiete der Hüôrbarkeit mehr 
als den halben Umkreïis. Gelegentlich einer Sprengung am 15. Mai 


1) G. von dem Borne, Physikalische Zeitschr. 1910, S. 483-488, 
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1924 in Zentralfrankreich, bei La Courtine, wurde der anormale 
Schall zugleich im Westen und Osten beobachtet. Der Wind in 
der Stratosphäre müfte einseitig wirken, in allen diesen Fällen 
reicht er also zur Erklärung nicht aus. Die Môglichkeit bliebe, 
daB Irrtümer vorgekommen sind — daB Gewitter und industrielle 
Sprengungen mitwirkten, — daf starke Windstrômungen auch in 
der Troposphäre stôrten. Es wäre aber nôtig, eine solche Fülle 
von seltsamen Zufälligkeiten anzunehmen, da$ die Hypothese der 
Alleinwirkung des Windes kaum haltbar scheint. Andererseits 
haben wir Gôttinger bei mehrfachen Gelegenheiten erfahren, wie 
leicht ungeübte Beobachter sich in der Auffassung des Schalles 
täuschen lassen, wie bei Registrierungen mit Apparaten zuweilen 
die Gefahr besteht, Windstôrungen mit Schallaufzeichnungen zu 
verwechseln. 
Neue Beobachtungen. Unter solchen Umständen bin ich 
seit einiger Zeit bemüht, durch Beobachtungen an Gregenstationen, 
das sind Stationen, die auf entgegengesetzten Seiten des Schall- 
herdes liegen, bessere Sicherheit zu gewinnen. In der zweiten 
Mitteilung !) berichtete ich, daf bei Sprengungen in Jüterbog am 
26. Juni 1926 von Güttingen aus eine Beobachtungsstation im Ge- 
biet der Warte ausgerüstet war, welche inbezug auf den Sprengort 
nahezu entgegengesetzt wie Gôttingen lag. Leider war für diese 
Station das Wetter sehr ungünstig, es gelang nur, eine von den 
vier Sprengungen zu beobachten. Diese gab zwar ein gutes Bild im 
Typ der Sprengungen, aber die Môglichkeit war nicht vüllig aus- 
geschlossen, da eine Windstôrung vorlag. Am 20. November 1926 
fanden in Jüterbog auf Veranlassung der Sprengkommission erneut 
Sprengungen statt. Wir Güttinger sorgten wieder für eine Gegen- 
station im Osten, bei Landsberg an der Warte. Im Westen hatten 
wir die Stationen Güttimgen und Andreasberg (Harz). Dieses Mal 
gab die üstliche Station vortreffliche Bïlder, aber zu unseren west- 
lichen Stationen kam überhaupt kein merklicher Schall! Das war 
eine schwere Enttäuschung. Jetzt benutzte ich Gelegenheiten zu 
Sprengungen, die dank dem grofien Entgegenkommen der Militär- 
behôrden im Munsterlager, etwa 157 km nürdlich von Gôttingen 
môglich waren. Es wurden am 28. Januar, 29. Januar, 2. Februar 
je zwei Sprengungen durchgeführt. Beobachtungsstationen waren 
im Süden vom Sprengherd Gôttingen (157 km Entfernung), Schlof 
Scharfenstein (178 km), im Norden ein Ort nahe Eckernfôrde (177 km). 
Von den südlich gelegenen Stationen wurden bei allen sechs Spren- 


1) Siehe $. 201 Anm. 1. 
107 
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gungen wertvolle Beobachtungen gewonnen, über die ich an anderer 
Stelle Bericht zu erstatten gedenke (Zeitschrift für Geophysik), 
hier soll nur von dem Vergleich der Gegenstationen Schlofi Scharfen- 
stein und Eckernfürde die Rede sein. Im Norden war das Wetter 
sehr viel ungünstiger als im Süden. Der 29. Januar fiel für die 
Beobachtungen ganz aus, weil stürmischer Wind herrschte. Am 
28. Januar und am 2. Februar gelang der gro$en Geübtheit der 
Beobachter, stud. K. Woelken und Mechaniker Lenke, trotz 
schwieriger Umstände brauchbare Ergebnisse zu erzielen. Am 
28. Januar waren die Windstrômungen sehr gro8, das Luftseismo- 
meter hat nichts Sicheres gezeigt, aber beide Beobachter, und 
zwar unabhängig von einander, hôürten den Schall bei einer der 
beiden Sprengungen gut und in der richtigen Klangfarbe. Am 
2. Februar war bei einer der beiden Sprengungen der Schall von 
dem besser geschützten Beobachter im Zelt (Lenke) deutlich ge- 
hôrt und zwar in erheblich hôherem Ton als am 28. Januar. Die 
Kurve zeigt zur angegebenen Zeit die charakteristische Schall- 
stôrung. Überdies ergab sich, da$ die Sprengungen am 2. Februar 
nach Beobachtungen in der Nähe der Schallstelle tatsächlich einen 
erheblich hôheren Ton gehabt haben, als am 28. Januar. — So 
scheinen die Beobachtungen sowohl am 28. Januar wie am 2. Fe- 
bruar gut gesichert. Ihre Bedeutung gewinnen sie durch Vergleich 
mit den Beobachtungen der (Gegenstation Schlof Scharfenstein. 
Ich gebe im Folgenden nicht die Laufzeiten selbst an, sondern 
die Überführungsgeschwindigkeiten L/T, wobei L die Ent- 
fernung und 7 die Laufzeit bedeutet, denn eben die Überführungs- 
geschwindigkeit, welche nur wenig mit der Entfernung varüert, 
zeigt die charakteristische Eigenart des anormalen Schalles. — 
Die’ Tabelle 5 in meiner ersten Mitteilung (1925) sollte ungefähr 
die mittleren Verhältnisse bei den Beobachtungen wiedergeben. 
Danach wäre: 


Tabelle I. 
L — 140, 150, 160, 180, 200, 220, 240 km, 


LIT = 272, 276, 280, 286, 291, 295, 298 m/sec. 


| 


Am 28. Januar und am 2. Februar wurden folgende Ergeb- 
nisse gewonnen : 
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Tabelle IT. 
à Sprengungen im Munsterlager 28:,1.192#%),2. 111997 
Station | Z  |Richtug| L/T LT 
Eckernfürde 176,8km| Norden 265 m/sec | 252 m/sec 
Schlof Scharfenstein |177,6 , | Süden 804 808 
Mittel | 284 280 
Halbe Differenz | 20 28 


Die Entfernungen ZL vom Sprengherd sind hier so nahe gleich, 
daf eine Unterscheidung für unsere Ziele nicht nôtig ist. — Die 
Überführungsgeschwindigkeiten für die südliche Station sind be- 
deutend grôfier als für die nôrdliche Station. Es darf geschlossen 
werden, daB in den entscheidenden Hôühen Wind mit einer Kom- 
ponente von Nord nach Süd geherrscht hat. Die halbe Differenz 
der Überführungsgeschwindigkeiten, 20 m/sec, 28 m/sec, gibt eine 
Vorstellung von der GrôBe der Windkomponenten. Doch ist zu 
bedenken, daf für die Leitung des Schalles der Wind vom Boden 
bis zur Scheitelhôhe in Betracht kommt; ferner daB Wind hoch 
oben die Scheïtelhôhen in seiner Richtung senkt und entgegen seiner 
Richtung hebt. Die Zahlen 20 m/sec und 28 m/sec künnen also nur 
ein wenig bestimmtes Bild von den Windverhältnissen geben. 

Wir dürfen erwarten, da in den Mittelzahlen, 284 m/sec und 
280 m/sec der Einfluf des Windes im groBen und ganzen eliminiert 
ist. Da ist bemerkenswert, daf diese Werte den Werten der Ta- 
belle TI recht gut entsprechen. — Aber noch mehr! — Richten wir 
die Aufmerksamkeit auf die Ergebnisse bei den Sprengungen von La 
Courtine !) am 15. Mai 1924 und von Jüterbog am 26. Juni 1926. 
Bei den Sprengungen bei La Courtine gab es zwar nicht genaue 
Gegenstationen, aber doch zwei Systeme von entgegengesetzt lie- 
genden Stationen, die das einigermafen ersetzen. 


Tabelle IIT. 
Sprengungen bei La Courtine am 15. Mai 1924. 
Ostliche Stationen L — 160km,  L/T — 276 mjsec 


193 300 
205 295 
207 289 
Westliche Stationen 217 281 
220 285 
241 289 
249 288 
284 292 


1) G. Angenheister, Zeitschr. f. Geophysik, 1. 1924/25, $. 314—327. 
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Die Ergebnisse für die ôstlichen Stationen sind bedenklich unregel- 
mäfig, und die Unregelmäfigkeiten lassen sich durch die fächer- 
fôrmige Anordnung der Stationen gegenüber dem Sprengherd nicht 
erklären. Es sind wohl Stürungen vorgekommen; immerhin scheint 
eine Windwirkung angedeutet entsprechend einer Strômung von 
West nach Ost. Versucht man durch Zusammenfassung der Er- 
gebnisse für die ôstlichen und westlichen Stationen unter Hinblick 
auf Tabelle I die Windwirkung zu eliminieren, so ergibt sich mit 
einer Unsicherheit von einigen m/sec in den Werten von ZL/T: 


Tabelle IV. 
Sprengung bei La Courtine am 15. Mai 1924. 
Stationen | £Z  |Richtung | LIT 
Westlich | 210 km W 281 m/sec 
Ostlich 210 (0) 295 
Mittel | 288 
Halbe Differenz d 


Unsere Beobachtungen am 26. Juni 1926 ergaben: 


Tabelle V. 
Sprengungen bei Jüterbog am 26. Juni 1926. 
Stationen | L | Richtung LT 
Neuteich 215 km ONO 291 m/sec 
Güttingen | 215 , WSW 297 
Mittel | 294 
Halbe Differenz 6) 


Die folgende Tabelle VI zeigt eine Zusammenstellung der im 
Ganzen gewonnenen Resultate für L/T in jahreszeitlicher Anord- 
nung. Zur Erhôhung der Übersicht sind nicht die direkten Beob- 
achtungszahlen angegeben, die sich auf verschiedene Entfernungen 
beziehen, sondern Werte, welche auf 200 km Entfernung ,reduziert 
wurden. Die ,Korrekturen“, das heift die angenommenen Diffe- 
renzen für 200 km und für die tatsächlichen Entfernungen wurden 
ohne weitere Umstände der Tabelle 1 entnommen. Da die Kor- 
rekturen nur klein sind — sie betragen in m/sec +6, +6, —2, —3 —, 
scheint das Verfahren unbedenklich. 
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Tabelle VI. 
Windeinfluf eliminiert; Beobachtungen auf Z — 200 km reduziert. 


Jahreszeit Sprengherd | Richtungslinie LIT 
te D Munsterlager N—$ 290 m/sec 
Pré Le Munsterlager N—$ 286 
TAN La Courtine W—0 286 

26. VI. Jüterbog WSW—ONO | 291 


Mittlerer Beobachtungswert | 288 
Rechnungswert gemäf Tabelle I | 291 


SchluBfolgerungen: Angesichts der so zusammengestellten 
Beobachtungen glaube ich mit guter Zuversicht schliefen zu kônnen, 
daf, in unseren Breiten wenigstens, der anormale Schall auch 
ohne Mitwirkung des Windes auftreten kann. — Überblickt man 
Tabelle VI, so scheint im hohen Mañe der Beachtung wert, daf 
die Beobachtungszahlen, die unter sehr verschiedenen Umständen 
und zu verschiedenen Jahreszeiten gewonnen wurden, doch sehr 
nahe gleich sind. Was mir bei den Beobachtungen des anormalen 
Schalles von jeher sehr auffällig schien, die Gleichfôrmigkeit der 
Erscheinung, tritt hier besonders auffällig zu Tage. Mit der Gleich- 
fôrmigkeit der Erscheinung bei Eliminierung der Windwirkung mag 
es zusammenhängen, daf das Ergebnis der neueren Beobachtungen 
so gut mit der Tabelle I zusammenstimmt, welche den älteren Be- 
obachtungen angepañit war. Nach Tabelle VI ist der mittlere Be- 
obachtungswert 288 so wenig von dem Rechnungswert 291 der 
Tabelle I verschieden, daf er die Folgerung nicht merklich ändert, 
welche ich früher an Tabelle I knüpfte: Wird vom Wind ab- 
gesehen, so scheint die dauernd wirkende Ursache für 
das Auftreten des anormaleu Schalles darin zu be- 
stehen, daB zwischen 830 und 40 km Hôühe die Schall- 
geschwindigkeit nach oben hin jäh zunimmt. 

Welches mag nun die physikalische Erklärung für das An- 
wachsen der Schallgeschwindigkeit nach obenhin sein? Auf diese 
Frage bin ich in meinen Verôffentlichungen über den anormalen 
Schall schon mehrfach zu sprechen gekommen. Auch heute noch 
môchte ich mich auf den Standpunkt stellen, den ich in meiner 
1. Mitteilung 1925 und dann wieder in der 2. Mitteilung eimge- 
nommen habe: Unter den Hypothesen, welche bisher gemacht 
wurden, um das Anwachsen der Schallgeschwindigkeit nach oben- 
hin zu erklären, erscheint mir als die wahrscheinlichste die Hÿpo- 
these der nach obenhin steigenden Temperatur. 
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Zu ihrer Begründung bieten sich zwei Vorstellungen; entweder 
kann man annehmen, es handele sich um die Wirkung von Luft- 
strômungen in der leicht beweglichen Stratosphäre zwischen À quator 
und Pol, wobei zu bedenken ist, da Luftstrôme sich erwärmen 
oder Den je nachdem sie absteigen oder aufsteigen; oder man 
kann voraussetzen, daB die Sonnenstrahlung in den Hôhen anders 
zur Geltung kommt als unten. Die zweite Erklärungsmüglichkeit 
haben F. A. Lindemann und G.M.B.Dobson für ihre Theorie 
der Sternschnuppen nutzbar gemacht. Hierauf kam ich in meiner 
zweiten Mitteilung zu sprechen; ich wies hin auf die Darlegungen 
von F.A.Lindemann in den August-Heften der englischen Zeïit- 
schrift ,Nature“; jetzt habe ich weiter hinzuweisen auf die Halley 
Lecture vom 5. Mai 1926 von G. M. B. Dobson , The Uppermost 
Regions of the Earth’s Atmosphere“ (Oxford, 1926, 22 Seiten). — 
In ïhrer Theorie schliefen Lindemann und Dobson aus dem 
Verhalten der Sternschnuppen, daf die in unseren Beobachtungen 
erkennbare tiefe Temperatur der unteren Stratosphäre nur bis etwa 
55 km Hôhe bestehe. Darüber soll nach einer verhältnismäBig 
dünnen Übergangsschicht von etwa 60 km Hühe ab eine Temperatur 
herrschen, welche ungefähr gleich der an der Erdoberfläche ist. 
In den oben erwähnten neueren Verôffentlichungen wird nun die 
Erhôhung der Temperatur in den oberen Teïilen der Stratosphäre 
dem Auftreten des Ozons zugeschrieben. Die Molekeln des Sauer- 
stoffs zerfallen unter der Emwirkung von ultraviolettem Licht, 
wobei Ozon gebildet wird. Dieser Vorgang ist in den Hôhen der 
Stratosphäre zu erwarten, weil hier die wirksamen ultravioletten 
Bestandteile des Sonnenlichts vom Sauerstoff absorbiert werden. 
Für die Theorie von Lindemann und Dobson wird angenommen, 
die Bildung des Ozons erfolge bis herab zu etwa 60 km Hôhe; die 
Erwärmung der oberen Stratosphäre wird durch die sehr starke 
Absorption des Sonnenlichtes erklärt, welche der Ozon besonders 
auch im ultravioletten Gebiet ausübt. Wegen der Schwere seiner 
Molekeln sinkt der Ozon herab; er zerfällt dabei und in etwa 
55 km soll so seine Wirkung gegenüber der Wirkung des im Ultra- 
rot absorbierenden Wasserdampfes verschwinden, dem die tiefe 
Temperatur der unteren Schichten der Stratosphäre zuzuschreiben 
ist. — Wollten wir diese Vorstellungen für die Theorie des anor- 
malen Schalles verwerten, so müfte geschlossen werden, daB die 
erwärmende Wirkung des Ozons bis unter 40km, also sehr viel 
tiefer herabreicht als Lindemann und Dobson voraussetzen. 
Wird dann dennoch mit Lindemann und Dobson ein Sprung 
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im Verhalten der Stratosphäre zwischen 55 und 60 km angenommen, 
so müfte dieser eine andere Bedeutung bekommen. — 

Die Hypothese der von dem Borneschen Theorie, welche eine 
steigende Beimischung von Wasserstoff annimmt, ist schwerlich 
haltbar. Wohl kônnte man unter dem EinfluB der verschiedenen 
Sonnenstrahlungen, der radioaktiven Strahlung in der Luft und 
der neuentdeckten kosmischen Strahlung Bildung und Rückbildung 
von freiem Wasserstof aus Wasserdampf annehmen. Aber der 
Wasserdampf hat an der unteren Grenze der Atmosphäre einen 
Druck von weit weniger als 1/10 mm Quecksilber, und zur Erklä- 
rung des anormalen Schalles müfite dem Wasserstoff in ca. 40 km 
Hôhe mehr als ‘/s mm Druck zugeschrieben werden, das pañt 
schlecht zusammen. — ; 


Anmerkung bei der Drucklegung; 22. Februar 1927. 
Um ein Urteil über die Wirkung der Sonnenstrahlung auf die hohe 
Atmosphäre zu gewinnen, denke man sich zunächst die Erde als 
sgraue“ Kugel, d. h. als einen Kôrper, der alle Arten der Licht- 
und Wärmestrahlen gleichmäBig absorbiert, emittiert und reflek- 
tiert. Die Ausstrahlung ist dann nach dem Stephan - Boltzmann- 
schen (Cresetz proportional 7*, wenn 7 die absolute Temperatur 
der gedachten Erde bedeutet. Man denke sich ferner anstelle der 
Sonne einen im ganzen leuchtenden Himmel der gleichen Tempe- 
ratur, das ist etwa 5900° abs. Dann würde die Erde die Tempe- 
ratur der Sonne annehmen. Nun hat die Sonnenscheibe im Mittel 
eines Radius von 15'59”,63 ; in Bogenmaf ist hiernach der Radius 
r — 15,994/3437,7. Die Fläche der Sonne umfafit den Bruchteil 
ar'[4x — r’|4 des Himmels. Für Temperatur der gedachten Erd- 
kugel unter der Wirkung von Tag und Nacht ergibt sich die 
Formel T‘ — 5900*.r°/4; es folgt T — 284,5. Das stimmt recht 
güt mit der Wirklichkeit überein, wenn die nur annähernde Gül- 
tigkeit unserer Annahmen beachtet wird. — 

Entsprechende Überlegungen sollen auf ein neues Bild ange- 
wandt werden, geboten durch eine dünne Gasschicht, welche die 
Erde umgibt. Das Gas sei nahezu monochromatisch für Strablung 
und Absorption; die mittlere Wellenlänge sei 4 Wir wollen weiter 
voraussetzen, daB Sonne und Erde ungefähr ,schwarze“ Strahler 
seien, daB also das Plancksche Gesetz gelte. Danach wäre die 
Energie der Ausstrahlung im Bereiche d4 bei variierender Tempe- 
ratur proportional mit mie 1), wobei c, — 1,480 cm. grad 
ist. Als Temperatur der Erde werde 284,5° abs. angenommen. — 
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Hätten sowohl der Himmel wie der Erdkürper die gleiche Tempe- 
ratur, 39009, oder 284,50, so wiürde die Grashülle diese annehmen. 
Für jeden Teil der Gashülle umfassen Himmel und Erde je die Hälfte 
des strahlenden Gebietes. Die wirkliche Sonne bildet also jetzt 
den Bruchteil r*/8, der Erdkôrper den Bruchteil 1/2 des im Ganzen 
strahlenden Gebietes. Werden also mit T°, T®, T die Tempe- 
raturen der Sonne, der Erde und der Gashülle bezeichnet, sodaf 
T® = 5900, T® — 2845 ist, so folgt: 


x dame der og 1 
ART 8 NT AN ON TOR 


Die Rechnung ergibt für 
1h20 10 3 LAURE 
1220 250 366 9449 abs. 


Für kürzere Wellen als 1.10*mm ist T' nahezu proportional mit 
1/4 Für 4 — 20 und 4 — 10.10% mm kommt hier hauptsächlich 
die Strahlung der Erde, für 4 — 1.10% hauptsächlich die Strah- 
lung der Sonne zur Geltung. 

Die wirklichen Gase sind nicht monochromatisch. Die Erde 
kann nicht als schwarzer Strahler gelten; es wurde auch nicht 
berücksichtigt, dafi in den unteren Teilen der Atmosphäre, in der 
Troposphäre, die für die Strahlung sehr in Betracht kommen, nicht 
Strahlungsgleichgewicht herrscht und die Temperatur nach obenhin 
stark abnimmt. Aber trotz solcher Mängel zeigen die vorstehenden 
Überlegungen doch, da in den oberen Teilen der Stratosphäre 
unter Wirkung der Sonnenstrahlung hôhere Temperaturen als unten 
erwartet werden künnten, vorausgesetzt, daf oben die kürzeren 
Wellenlängen mehr zur Geltung kommen als unten. 

Da bietet der Wasserdampf eine Schwierigkeit, dem in den 
unteren, kalten Teilen der Stratosphäre die Hauptwirkung zuzu- 
schreiben ist. Bei seinem verhältnismäfig kleinen Molekulargewicht, 
18, müfite man erwarten, daB er oben noch mehr mitwirkt als unten. 
Die Strahlungshypothese scheint hiernach die Annahme zu verlangen, 
dafñ in den Hôhen der Stratosphäre zu Stickstoff, Sauerstoff, Wasser- 
dampf eine oder mehrere andersartige Gasbestandteile mit Absorp- 
tion im Bereiche kürzerer Wellen hinzutreten. Dem entspricht 
es gut, wenn mit F. À. Lindemann und G.M.B. Dobson die 
Mitwirkung von Ozon angenommen wird, der nach dem Ausweis 
des Spektroskopes tatsächlich vorhanden ist. — Mehrfach ist die 
Hühe der Ozon-Schicht unter Benutzung der Spektralbeobachtungen 
bestimmt worden. J.Cabannes und J. Dufay (Comptes rendus 


Bemerkungen über die anormale Schallausbreitung in der Luft. D ME 


Acad. d. sciences, Paris, 24. August 1925, S. 802) fanden 1925 die 
Hôhe am 10. März, 4. Juni, 8. Juni zu 48, 53, 48 km. Es ist klar, daf 
diese Angaben sich auf das besonders ozonreiche Gtebiet beziehen. 
Wir werden auf erheblich niedrigere Hôhen verwiesen als den 
Sternschnuppen-Beobachtungen entspricht, und kommen so den 
Anforderungen der Theorie des anormalen Schalles 
sehr erfreulich nabhe. 

Bei Gelegenheit meines Vortrages in der Gesellschaft der 
Wissenschaften am 11. Februar hat Herr Professor J. Franck 
mich freundlichst auf neuere Literatur über die Lichtabsorption 
des Sauerstoffs aufmerksam gemacht. ÆEs schlossen sich weitere 
Diskussionen an, wobei Fräulein Dr. H. Sponer Anteil nahm, 
welche selbst Untersuchungen über die Lichtabsorption des Sauer- 
stoffs ausgeführt hat (R. T. Birge und H. Sponer, Physical Re- 
view 1926, 18, S. 259—283). Hiernach ist das Problem nicht ein- 
fach. Sauerstoff hat mehrere Absorptionsbanden im Ultraviolett, 
bei deren Betätigung Zerstôrung der Molekeln und Ozonbildung 
stattfindet; diese Banden haben verschiedene Stärke der Absorption, 
soda der Zerfall des Sauerstoffs in verschiedenen Hôhen der 
Stratosphäre stattfinden wird. Der gebildete Ozon seinerseits, der 


zerfallend heruntersinkt, fängt ultraviolettes Laicht ab. — Ich 
môchte noch bemerken, daf auch die neuerdings entdeckte ,kos- 
mische“ Strahlung die Bildung von Ozon bewirken wird. — Theo- 


retische und praktische weitere Untersuchungen erscheinen wün- 
schenswert. 

Schlieflich sei erwähnt, daf die besprochenen Strahlungsvorgänge 
wohl auch für das Polarlicht in Betracht kommen. Hier besteht 
die Schwierigkeit, zu verstehen, wie in Hôhen bis 600 km noch die 
erheblichen Mengen der schweren Grase Sauerstoff und Stickstoff 
vorhanden sein künnen, welche vom Spektrum des Polarlichtes 
angezeigt werden. Man wird nun erhühte Temperatur und starke 
Luftstrômungen, also auch starke Durchmischung infolge der Sonnen- 
strahlung annehmen dürfen. Selbst wenn freier Wasserstoff als 
Träger des Gasgemisches fehlen sollte, wäre doch Helium sicher 
vorhanden. 
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1. Die nordôstliche Erstreckung des westfälischen Kohlen- 
gebirges nach bisheriger Auffassung. 


Das Steinkohlengebirge ist im Untergrunde der Westfälischen 
Kreidemulde ostwärts bisher bis in die Gegend von Hamm durch 
Bergbau und bis etwa zum Meridian von Soest, genauer bis zur 
Linie Münster—Everswinkel-Hoetmar—Neubeckum—Beckum, durch 
Bohrungen erschlossen (s. Fis. 1) Unter der transgredierenden 
Oberkreide wurde es bald südlich von Münster in einer Tiefe von 
1403 m, bei Everswinkel von 1352 m, bei Hoetmar von 1307 m und 
bei Neubeckum von 745 m erreicht !). 

Nôrdlich der Westfälischen Kreidemulde ist Oberkarbon be- 
kanntlich bei Ibbenbüren und am Hüggel und Piesberg bei Osna- 
brück an der Tagesoberfläche vorhanden, und zwar horstartig an 
saxonischen Achsen inmitten der mesozoischen Schichten, die das 
Gebiet zwischen Teutoburger Wald und Wiehengebirge einnehmen. 
Dabei sind die Vorkommen vom Hüggel und von Ibbenbüren an 


1) P. Krusch, Über neue Aufschlüsse im westfälischen Oberkarbon. Ztschr. 
D. Geol. Ges., 1906, Bd. 58, Monatsber. S. 25ff.; derselbe, Die Ausdehnung und 
Tektonik der nordwestdeutschen Steinkohlengebiete. Ebenda, Bd. 70, 1918, Monats- 
Der 5121 
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die Osning- Achse, das Karbon des Piesberges an die Piesberg- 
Achse, die als die Verlängerung der Pyrmonter Achse betrachtet 
werden darf, gebunden. Im Zwischengebiete zwischen Miünster und 
Ibbenbüren hat die Bohrung Saerbeck mit fast 1400 m Tiefe das 
Oberkarbon nicht erreicht, ja noch nicht einmal die Emscher- 
formation durchsunken. 

Die weitere Verfolgung des westfälischen Kohlengebirges ist 
bisher nach Osten z. T. wegen Zunahme der Deckgebirgsmächtig- 
keit unterblieben, z. T. auch aus dem rein äuferlichen Grunde des 
Eïinsetzens der Mutungssperre auf Steinkohlen im Jahre 1907, z. T. 
aber auch auf Grund der m. E. durch Aufschlüsse nicht ausreichend 
belegten, wenn auch in den wissenschaftlichen und wirtschaftlichen 
Verôffentlichungen über das westfälische Kohlengebirge immer 
wiederkehrenden Vorstellung, daf etwa im Meridian von Soest, 
d.h. mit der Grenze der bekannten Verbreitung des produk- 
tiven Karbons, annähernd auch dessen tatsächlicher Ostrand 
erreicht sei, und daB weiter üstlich das Liegende des produktiven 
Karbons unter der Kreidebedeckung ausstreiche. 

Das rheinisch-westfälische Oberkarbon (Waldenburger und Saar- 
brücker Schichten) wie auch das nach Westen sich anschlieBende 
Oberkarbon Belgiens, Nordfrankreichs und Englands ist ja in einer 
Vortiefe zur Ablagerung gekommen, die sich entlang dem Nord- 
rande des schon in der sudetischen Phase und z. T. sogar noch 
früher entstandenen Hauptteiles des variscischen Bogens in nach- 
sudetischer Zeit ausgebildet hat. Nach Ablagerung der Saar- 
brücker Stufe sind auch die Sedimente des Vortiefenraumes ge- 
faltet worden, und zwar aller Wahrscheinlichkeit nach, wie ich 
früher ausführte!) und wie auch W. Wunstorf?) annimmt, in 
der asturischen Phase, d. h. zwischen der Saarbrücker und der 
Ottweiler Zeit. Im oberschlesischen Anteil der subvariscischen 
Vortiefe spricht in diesem Sinne, da sich dort Perm mit vielen 
Ergüssen, also nach allem Ermessen auch Unterperm, als diskor- 
dante Decke über dem gefalteten Oberkarbon (Saarbrücker Schichten) 
findet, und daf in dem Intervall Saarbrücker Schichten-Unterperm 
als einzige Faltungsphase die asturische liegt. 

Kannten wir die kohleführenden Ablagerungen der sub- 
variscischen Vortiefe in Westfalen ostwärts bisher nur bis zum 
Meridian von Soest, so ist das ältere und flôzleere Oberkarbon 


DPEAMSTULEer Über Alter und Art der Phasen variscischer Gebirgsbildung. 
Diese Nachrichten, 1920, $. 220. 

2) W. Wunstorf, Die Entstehung und die Beziehungen unserer westdeut- 
schen Steinkohlenbezirke. Ztschr. d. Ges. f. Erdk., 1925, $. 209 ff. 
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längst bis zum äuBersten Nordosten des Rheïnischen Schiefer- 
gebirges nachgewiesen. Von hier muf der Südrand der alten Saum- 
tiefe, wie auf Grund des allgemeinen Streichens der variscischen 
Faltung zu schliefien ist, bis westlich des Harzes verlaufen sein. 
Denn das Harzgebiet selbst dürfte, da nach aller Wahrscheinlich- 
keit schon sudetisch gefaltet !), dem älteren (inneren) Teiïle des varis- 
cischen Bogens, der südlich der Vortiefe lag, angehôrt haben. 

Damit dürften wir nicht allzu weit westlich des Harzes im 
Untergrunde der mesozoischen Gebiete das Oberkarbon erwarten, 
wenn zunächst auch nur das flôzleere. 

Der Südrand des produktiven Karbons im ôstlichen Teïle 
seiner bisher bekannten Verbreitung verläuft von Unna bis südlich 
Beckum. Denn die Bohrung Lippborg hat unter der Kreide Flôz- 
leeres oder gar Kulm, die Bohrung Assen sogar Mitteldevon (Strin- 
gocephalenschichten) erreicht. Zu erwähnen bleibt, daf bei Hultrop 
südôüstlich von Lippborg noch einmal etwas produktives Karbon 
über Flôzleerem angetroffen worden ist, soda hier noch eine kleine 
Spezialmulde von Oberkarbon aufzusetzen scheint, wie solche im 
Zusammenhang mit der Faltungsart des westfälischen Karbons 
auch sonst südlich der Hauptverbreitung des produktiven Karbons 
auftreten kônnen. Ostlich und südôstlich von Hultrop-Assen haben 
die Bohrungen Kesseler, Krewinkel und Brockhausen in rund 400— 
00m Tiefe Flôzleeres und Kulm festgestellt, — im Gegensatz 
zu den zunächst verbreiteten und auch in die läteratur gekommenen 
Nachrichten, dafi hier produktives Karbon vorgelegen hätte. Ebenso 
hat neuerdings eine Bohrung bei Sassendorf, und zwar schon in 
215 m Tiefe entsprechend ihrer südlichen Lage, unter der Kreide 
Sandsteine des Flüzleeren angetroffen, und weiter wissen wir aus 
Bohrungen der Gegend von Lippstadt, Geseke und Salzkotten, daf 
wir uns hier auferhalb des Verbreitungsgebietes des produktiven 
Oberkarbons befinden. 

Ostlich des Meridians von Soest kannten wir das produktive 
Oberkarbon der subvariscischen Saumtiefe bisher erst wieder in 


1) Ein ganz einwandfreier Beweis dafür war zwar bisher nicht môglich, da 
eine Lücke zwischen dem oberen Kulm und dem ostharzer Oberkarbon (,,Ottweiler‘ 
Schichten) klafft. Er würde aber gegeben sein, wenn sich Gothan’s (Ztschr. 
Dt. Geol. Ges., 1925, Bd. 77, S. 402) Angaben weiter bestätigen, da die Grillen- 
berger Schichten, der tiefste Teil des Harzer Oberkarbons, schon zur Saarbrücker 
Stufe gehüren. Denn dann wäre die Faltung samt den granitischen Intrusionen 
des Harzgebietes in die Zeit zwischen oberem Kulm und jüngsten Saarbrücker 
Schichten eingeengt, und in diesem Intervall steht nach allgemeineren Erfahrungen 
nur die sudetische Faltung. 
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Oberschlesien. Aber auch im Zwisce 
bestanden haben und dür 
sein, und das 


hengebiete muB die Saumtiefe 
fte Kohle in ihr zur Ablagerung gekommen 
Gesamtbild, das wir uns in Mitteldeutschland aus 
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Figur 1. 
Tektonische Skizze des Ostens der westfälischen Kreidemulde. 
Mafstab etwa 1 : 750 000. 


zahllosen Einzelbeobachtungen über das Streichen wenigstens der 
inneren Zonen des bogenfôrmig verlaufenden variscischen Gebirges 
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machen künnen, läBt ja auch gewisse Schlüsse zu, wo etwa im 
tieferen Untergrunde Norddeutschlands die Kohlenformation der 
alten Saumtiefe durchsetzen kônnte. So ist sie z. B. nürdlich 
von Berlin zu erwarten. Aber wir befinden uns in Norddeutsch- 
land in Gebieten (,Niederdeutsches Becken“), die auch in nach- 
variscischer Zeit immer wieder eingesunken sind und in denen 
sich infolgedessen so gewaltige Sedimentmassen angesammelt haben, 
daB trotz späterer und z. T. nicht unbeträchtlicher zonenweiser 
Aufwärtsbewegungen das Karbon noch sehr tief liegen dürfte. So 
sind bisher auch alle Versuche, im Untergrunde des norddeutschen 
Tieflandes die produktive Steinkohlenformation zu erreichen, er- 
folglos gewesen. Als ältestes hat man die Dyas mit ihren Salzlagern 
angetroffen, die aber nirgends durchsunken worden ist. Natürlich 
ist auch jetzt noch die Hoffnung da, da an einer einzelnen Stelle 
die junge Gebirgsbildung einmal so kräftig gewirkt haben kônnte, 
daB auch der vordyadische Untergrund und damit môglicherweise 
die Kohlenformation durch Bohrungen erreicht werden kann. 

Schon aus solchen Überlegungen heraus ist zu verstehen, daf 
jeder Aufschluf, der ôüstlich des Meridians von Soest über das Auf- 
treten des produktiven Karbons erzielt werden würde, nicht nur 
eine groBe wissenschaftliche, sondern auch eine erhebliche wirt- 
schaftliche Bedeutung hat. Ist doch allein schon die Frage sehr 
bedeutungsvoll, ob die Kohlenformation unter der Westfälischen 
Kreidemulde wirklich schon im Meridian von Soest ihren Abschluf 
nach Osten findet. 

In diesem Sinne war es zu bedauern, daB eine unweit Orling- 
hausen am nürdlichen Teutoburger Walde (Osning) niedergebrachte 
Bohrung, nachdem sie in grofer Tiefe den Hauptteil der Zechstein- 
formation durchsunken hatte und sogar schon in den Unteren Zech- 
stein eingedrungen war, eingestellt wurde, ehe sie das Liegende 
des Zechsteins erreicht hatte und damit vielleicht Aufklärung dar- 
über erzielt worden wäre, ob die Kohlenformation Westfalens über 
die bisher angenommene Ostgrenze hinausgeht. 

Auch eine in den letzten Jahren bei Pyrmont ausgeführte 
Tiefbohrung brachte zwar über die Schichtfolgen bis hinab in den 
tiefsten Teil des Mittleren Zechsteins Auskunft, nicht aber über 
das darunter zu erwartende Grundgebirge. Umsomehr ist es zu 
begrüBen, daB eine bei Detmold niedergebrachte Bohrung unter der 
Trias die ganze Zechsteinformation durchsunken und tiber ihr dor- 
tiges Liegendes im Dezember 1926 Aufklärung gegeben hat. 
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2. Die Detmolder Tiefbohrung. 


Die in Betracht kommende Bohrung steht am ,Neuen Krug“ 
etwas südlich der Stadt Detmold im Tale der Berlebeke, die hier 
den die Stadt Detmold von der Grotenburg trennenden Muschel- 
kalkzug schneidet. Sie war auf die ErschlieBung von kohlensäure- 
haltigen Heilquellen angesetzt, und ob sie in dieser Hinsicht be- 
friedigende Resultate gehabt hat, ist zur Zeit noch nicht zu üiber- 
sehen, da die Untersuchungen über die Ergiebigkeit des im tieferen 
Zechstein angeschlagenen kohlensäurehaltigen Wassers noch nicht 
abgeschlossen sind. 

Südlich der Stadt Detmold setzt entlang der ,Osning- see 
der Osning-Sattel auf’), und es war von vornherein gegeben, die 
Bohrung müglichst in der Region des Sattelkerns anzusetzen, :umso- 
mehr als sich hier das Vorhandensein von Kohlensäure in schwachen 
Aufperlungen des Gases andeutet. Der Kern des Osning-Sattels 
ist im Quertale der Berlebeke etwas über 1 km südlich der Stadt 
bei der Zentrale der Strafenbahn als eine Aufwôlbung von Rôt 
kenntlich. Gleich südlich von ihm folgt, hier zwar unter Diluvium 
verhüllt, aber im südwestlichen Fortstreichen bald zu Tage kom- 
mend, der als Osning-Spalte bekannte Abbruch der Kernregion des 
Osning-Sattels gegen den tief gesunkenen und deshalb aus recht 
jungen Schichten (zunächst Keuper und Lias, weiterhin an der 
Grotenburg Kreide) bestehenden Südflügel. Allein auf Grund der 
über Tage erkennbaren geologischen Verhältnisse hätte es nahe 
gelesen, — und ältere Vorschläge waren auch in diesem Sinne 
gemacht worden —, die Bohrung zur Erschliefung von Kohlensäure 
im Sattelkern in der Nähe der Strafenbahnzentrale niederzubringen. 
Aber auf Grund der Erfahrungen, die am Osning weiter nordwestlich 
bei Wistinghausen-Orlinghausen über das flache nôrdliche Einfallen 
der Osning-Spalte(,Osning-Überschiebung“) gemacht worden waren”), 
stand zu befürchten, da eine im Sattelkern bei der Strafenbahn- 
zentrale niedergebrachte Bohrung bald in die jungen Schichten des 
Südflügels kommen würde, die als kohlensäureführend kaum ange- 
sehen werden durften. | 

Nun war aus allgemeinen Gründen zwar anzunehmen, daf die 
Osning-Überschiebung bei Detmold nicht mehr jenes sehr flache 
Fallen haben würde, das bei Wistinghausen— Orlinghausen und auch 


1) Vgl. Blatt Detmold 1:25 000, Liefer. 167 der geolog. Spezialkarte von 


Preufen etc. x 
2) Vgl. H. Stille, Die Osning-Uberschiebung. Abh. Preuf. Geol. Landes- 
anstalt, N. F., H. 95 (Güttinger Beiträge z. sax. Tektonik), $S. 32 ff. 
Ges. d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1926. Heft 3. 16 
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sonst weithin am Osning fast alpinotype Erscheinungen (Fenster 
des aus jüngeren Schichten bestehenden Südflügels im Gebiete des 
flach über den Südflügel geschobenen Nordflügels) hervorgerufen 
hat. Aber immerhin war die Sachlage nicht geklärt. So wurde 
vor endgültiger Festlegung des Bohrpunktes für die mit grofem 
Durchmesser niederzubringende und überhaupt recht kostspielige 
Hauptbohrung zunächst mit engem Durchmesser eine Vorbohrung 
gleich südlich des Restaurants Friedenstal niedergebracht, um das 
Verhalten und besonders das Einfallen der Osningspalte zu unter- 
suchen. Diese Bohrung hat folsendes Ergebnis gehabt : 


bis etwa 1 m Mutterboden. 

5,2 m Greschiebemergel. 

7,8m Plänerkies, wie er wenig südlich und üstlich des 
Bohrpunktes in Kiesgruben, an letzterer Stelle 
gleichfalls in Unterlagerung des Geschiebemergels, 
sichtbar ist. 

161 m Rôüt in Form von roten Letten mit Gipsschnüren. 
Eïinfallen ziemlich steil. 

Überschiebung mit Überschiebungsbreccie. 
: 282 m Ceratitenschichten, steilstehend. 


Die in 161m Tiefe durchsunkene Überschiebung ist die Osning- 
spalte, und es ergab sich nun für diese ein nordwestliches Einfallen 
unter 80° (s. Fig. 2)  Unter Berücksichtigung dieses Befundes 
wurde dann die Haupthbohrung ca. 1 km nordwestlich der Vorbohrung 
beim ,Neuen Krug“ angesetzt. Sie wurde in den Jahren 1925/26 
niedergebracht, und zwar z. T., so besonders in den geringeren 
Teufen, als Meifelbohrung, in der Hauptsache aber, so besonders 
im tieferen Teile, als Kernbohrung. Von 715 m Tiefe an lag eine 
sozusagen geschlossene Kernfolge vor. 

Das nachstehende geologische Profil der Bohrung beruht auf 
den Feststellungen, die ich %. T. gemeinsam mit Herrn Prof. Dr. 
Weerth-Detmold im Laufe des Niederbringens der Bohrung habe 
machen künnen; in bezug auf die tiefsten Schichten kamen einige 
ergänzende Feststellungen des Herrn Privatdozent Dr. H. Schmid t- 
Güttingen hinzu. 


0—1,50m  aufgeschütteter Boden 


1» 


” 


n 


1,50—3m  dunkelgrauer, sandiger Ton mit nordischem Material 
(Greschiebemergel) 
3—5 m Plänerkies, wie in der Vorbohrung 


5—12,23m gelber Lehm mit Steinen. Alter Gehängeschutt ? 
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12,2—292 m 


292—352 m 
352— 466 m 


Muschelkalk (Meifelbohrung, soda genauere Glie- 
derung nicht môüglich ist). Nach den geologischen 
Verhältnissen der Nachbarschaft müssen unter dem 
Diluviam zunächst Ceratitenschichten gestanden 
haben. 

Beï 40,52 und 105 m wurden Brôckchen von Mittlerem 
Muschelkalk (gelbliche Mergel mit etwas zelliger 
Struktur) gefürdert. Die gro$e Mächtigkeit des 
Wellenkalks (obere Grenze ganz unsicher) dürfte 
mit ürtlicher Steilstellung oder auch kleineren St- 
rungen zusammenhängen. 

Rôüt 

Mittlerer Buntsandstein, z.T. grôberkôürnig 


Überschiebung 


466—480 m 


480—850 m 


850—854 m 


854—857 m 


857—1022 m 


Rôt in Form von roten Letten, Gips und Salz. Bei 

480 m starke Solquelle 

Buntsandstein 

von 480—591 m Kernbohrung im Mittleren Buntsand- 
stein 

von b91—715 m Meifelbohrung 

von 715 m an Kernbohrung im Unteren Buntsandstein, 
vertreten durch rote Letten mit eingeschalteten 
feinkôrnigen Kalksandstembänken. 

Von 835 m an werden die bis dahin zahlreich auf- 
tretenden dünnen Kalksandsteinbänke spärlicher, 
und die letzten liegen bei 848 m Tiefe. Wir dürfen 
wohl den an Sandstein armen und den davon freien 
Teil als Vertretung des Brôckelschiefers, zu unterst 
vielleicht auch der Oberen Zechsteinletten, 
auffassen. 


grauer bis braunrôtlicher Dolomit mit Anhydrit und 
weiflichem Gips (Âquivalent des Plattendolomits 
des Oberen Zechsteins) 

Anhydrit mit etwas Letten von zunächst rôtlicher, 
dann schwarzgrauer Farbe (Untere Letten des 
Oberen Zechsteins) 

Mittlerer Zechstein. Dolomit, z.'T. ziemlich frei 
von Anhydrit, z. T. aber auch mit schwachen oder 
auch mächtigen Einschaltungen von Anhydrit, der in 
Gips übergehen kann. Hier und da wird der Dolomit 
stinkkalkartig. 
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1022-—1056m Zechsteinkalk. Dunklere Kalke, die nament- 
lich von 1048 m an einen plattigen Charakter zeïigen. 
Zu oberst treten noch vereinzelte Anhydritknôllchen 
auf. Vielleicht ist dieser obere Teil noch zum Mitt- 
leren Zechstein zu stellen. 

bei 1052 m Productus horridus v. Münst., Camarophoria Schlot- 
heimi v. Buch, Spirifer alatus v. Schloth. u. a. 
1056—1058m bituminüser, schwarzer Mergelschiefer, z. T. ziemlich 
bart. Wohl Âquivalent des Kupferschiefers, doch 
kupferfrei. 

1058-1066 mroter und rotgrauer, zu oberst auch etwas schwärz- 
licher, fein- bis mittelkôrniger, kieseliger Sandstein, 
gleich dem überdeckenden Zechstein vüllig horizontal 
gelagert. Es mag sein, daf dieser Sandstein dem 
Zechsteinkonglomerat entspricht, wenn auch 
das Fehlen kalkigen Bindemittels und die Mächtigkeit 
etwas auffällig ist. Aber vielleicht haben wir es auch 
mit Rotliegend zu tun, und zwar wegen der vülligen 
Konkordanz mit dem Zechstein wohl mit Oberrot- 
liegend. 

1066—1101mProduktivesOberkarbon(Saarbrücker Schichten), 
und zwar 

1066—1075m Schiefer mit Sandflasern, übergehend in Sandstein. 

1075—1091m schwarze Schiefer mit Übergängen in Grauwacken- 
sandstein. Einfallen wechselnd. 

1091—1101 m hellgrauer Sandstein, Einfallen 65°. 


Ein im Gôttinger Geologisch-paläontologischen Institut aufbe- 
_ wabrter Kern zeigt deutlich die Konkordanz zwischen dem , Kupfer- 
.schiefer“ und dem liegenden Sandstein, ein anderer die Diskordanz 
zwischen letzterem und dem darunter folgæenden Karbon. 

Die in 1069—1086 m Tiefe gefundene oberkarbonische Flora 
enthält nach den Bestimmungen von Privatdozent Dr. H. Schmidt- 
Gôttingen neben Calamiten Vertreter solcher Gruppen der Gattungen 
Sphenopteris, Mariopteris und Alethopteris, die etwa auf oberste 
Mager- oder tiefste Fettkohlenpartie schliefen lassen !). 

Die in 466m Tiefe durchschnittene Überschiebung, infolge 
deren die Bohrung, nachdem sie schon auf über 100 m Länge Mitt- 
leren Buntsandstein durchsunken hatte, nochmals in den Rôüt ge- 


1) Anmerkung wäbrend der Drucklegung: Annähernd diese Auffassung wird 
auch von Herrn Prof. W.Gothan-Berlin vertreten, dem das Pflanzenmaterial in- 
zwischen vorgelegen hat. 
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Figur 2. 
Profil durch den Osning-Sattel südwestlich von Detmold. 
MaBstab etwa 1 : 25000. 
Signaturen - Erklärung. 


km Mittlerer Keuper sm Mittlerer Buntsandstein 
ku  Unterer Keuper su Unterer Buntsandstein 
mo2 Ceratitenschichten Zo Oberer Zechstein 

moi Trochitenkalk Zm Mittlerer Zechstein 
mm Mittlerer Muschelkalk Zu Unterer Zechstein 

mu Unterer Muschelkalk Ds Dyas-Sandstein 

so Oberer Buntsandstein (Rôt) C  Produkt. Carbon 


langt ist, kann unter den obwaltenden geologischen Verhältnissen 
nur die Osning-Überschiebung sein, die in der Verbohrung in 161m 
Tiefe angetroffen worden war und die südwestlich der Vorbohrung 
unter dem Diluvium ausstreicht. Damit stellt sich das Profil ent- 
lang der Berlebeke südsüdwestlich von Detmold etwa in der in 
Fig. 2 veranschaulichten Weiïise dar. In ïhm sind einige ganz un- 
bedeutende Stôrungen, die über Tage durch des Verfassers Kar- 
tierungsarbeiten früher nachgewiesen sind, vernachlässigt worden, 
— $0 auch eine solche, die nach den im südwestlichen Fortstreichen 
zu beobachtenden Verhältnissen am Südflügel des Osningsattels 
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zwischen dem Unteren Muschelkalk und dem hier noch zu erwar- 
tenden, im Fortstreichen steilstehenden Mittleren Muschelkalk auf- 
setzen dürfte (kleine Parallelüberschiebung zur Osning-Überschie- 
bung). Auch das geringmächtige Diluvium, das hier und da in 
der Profillinie auftritt, ist nicht zur Darstellung gekommen. 

Wir sehen in Fig. 2, wie der Nordflügel des Osning-Sattels, 
in seinem Kern über Tage Rôüt und weiter nordôstlich unter Tage 
auch Mittleren Buntsandstein enthaltend, auf den Südflügel des 
Osning-Sattels tiberschoben ist, dem im Südwesten der weiterhin 
zu Tage kommende Keuper, in der Vorbohrung der in 161 m Tiefe 
erreichte steilstehende Obere Muschelkalk, den wir etwas weiter 
südwestlich in steiler Stellung zu Tage kommen sehen, und in der 
Hauptbohrung die ganze Schichtserie von 466 m Tiefe an zugehüren. 

Dafñ die Detmolder Bohrung das variscische Grundgebirge, 
dazu noch im gesunkenen Flügel des Osningsattels, in einer gegen- 
über früheren Erwartungen doch geringen Tiefe erreicht hat, ist 
durch zweierlei begünstigt worden. Erstens besitzt der Bunt- 
sandstein (ohne Rôt) die recht geringe Mächtigkeit von nur rund 
370 m'), wie er ja überhaupt im Osninggebiete, also in der Rand- 
zone der alten Rheinischen Masse, ungleich geringmächtiger ist 
als weiter ôstlich z. B. im Sollinggebiet und in der Gegend von 
Cassel, wo Mittlerer und Unterer Buntsandstein zusammen in ihrer 
Mächtigkeit über 1000 m hinausgehen. Zweitens hat sich die Zech- 
stemformation als salzfrei gezeigt, offenbar als primär salzfrei, 
wie ich nunmehr auch für den Zechstein im Untergrunde von Ür- 
linghausen (Bohrung Niederbarkhausen) annehmen môüchte. Auch 
in der Gegend von Osnabrück hat sich ja der Zechstein in meh- 
reren Bohrungen als salzfrei oder fast salzfrei erwiesen ?). Offenbar 
hängt dieses wieder damit zusammen, dafi wir uns am Osning in 
der Randregion des ehemaligen Zechsteinmeeres befinden. Dem- 
gegenüber ist bei Pyrmont das Zechsteinsalz noch in rund 225 m 
Mächtigkeit durchsunken worden, und hier wurde als letzter Aus- 
läufer der mitteldeutschen Kalisalzablagerung auch noch das Kali- 
f6z ,Stalfurt“ in !/2 m Mächtigkeit angetroffen. Damit haben wir 
den Rand nicht nur des Kalisalzes, sondern überhaupt des Zech- 
steinsalzes zwischen Pyrmont und Detmold zu suchen, den Rand 
des Kalisalzes wohl bald westlich von Pyrmont. Auf die aus der 
Bohrung Detmold sich ergebenden weiteren Aufklärungen über die 


1) Nicht ganz in Abrede ist zu stellen, daB diese geringe Mächtigkeit z. T. 
auch auf Stürungen beruhen künnte. 

2) E. Haarmann, Der Piesberg-Sattel bei Osnabrück. Jahrb. Pr. Geol. 
Landesanst. 1909, Bd. XXX, Teil I, S. 1ff. 
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Zechsteinformation und ïhre Salzführung komme ich an anderer 
Stelle in Zusammenhang mit den Ergebnissen weiterer Bohrungen 
zurück. 

Das Oberkarbon von Detmold hat, wie sich aus den voran- 
stehenden Ausführungen ergibt, seine verhältnismäfig hohe Lage, 
die ermôglicht hat, es mit einer Bohrung zu erreichen, der 
saxonischen Aufwôülbung des Untergrundes entlang der Osning- 
Achse zu verdanken und gehürt damit zu derselben Aufwül- 
bungszone, an die auch das Oberkarbon vom Hüggel und von Ibben- 
büren gebunden ist. Aber dort ist die Heraushebung ungleich 
stärker gewesen, sodaf das Kohlengebirge bis in das Niveau der 
heutigen Tagesoberfläche gelangen konnte, während es ja bei 
Detmold rund 1050 m unter Tage liept. Nach den zu erwartenden 
geologischen Verhältnissen, die in Abb. 2 veranschaulicht sind, 
sinkt es vom Fundpunkte nach Süd ein, und nach dem Ge- 
samtbau des Untergrundes ist auch ein baldiges Absinken nach 
Norden zu erwarten. Ist aber an sich schon ein in über 1000 m 
Tiefe erst beginnendes Kohlengebirge unter heutigen Verhältnissen 
unbauwürdig, so gilt das ganz besonders für ein solches von recht 
beschränkter Erstreckung. Es besteht auch unter den obwaltenden 
geologischen Verhältnissen keine Aussicht, das Kohlengebirge, 
nachdem nun seine Anwesenheit im tiefen Untergrunde einmal 
festgestellt worden ist, an anderen Stellen im ôüstlichen Vorlande 
des Lippischen Waldes in wesentlich geringerer Tiefe als bei 
Detmold und dabei in grüBerer Erstreckung anzutreffen. Weiter 
ostwärts wird die Sachlage auch dadurch noch ungünstiger, daf 
als Deckgebirge des Karbons zu den mächtigen Triasschichten 
und dem nach den Ergebnissen der Pyrmonter Bohrung auch 
dort recht mächtigen Mittleren Zechstein noch die Salzlager 
des Zechsteins hinzukommen. So erüffnet der Detmolder Fund nin- 
sichtlich der nach Ost, Nord und Nordwest angrenzenden (Grebiete, 
soweit heute die Sachlage zu übersehen ist, keine grofien Aussichten 
für die Erreichung oberkarbonischer Steinkohle in bauwürdigen 


Teufen. 


8. Ein neuer Aufschluss über die Lage des Nordostrandes 

der Rheïinischen Masse und die Bedeutung desselben für 

die Frage des Vorkommens des produktiven Oberkarbons 
im Osten der Westfälischen Kreidemulde. 


Im Gegensatze zu der eben geschilderten Sachlage im ôstlichen 
und nordôstlichen Vorlande der Westfälischen Kreidemulde gewinnen 
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auf Grund des Detmolder Bohrergebnisses einige bisher für unhôffig 
gehaltene Gebiete der Kreidemulde selbst ein erhôühtes Interesse 
hinsichtlich der Môglichkeit, unter ihnen Steinkohle zu erschliefen. 
Von groBer Bedeutung in dieser Hinsicht sind auch die Ergebnisse 
einer Bohrung, die im Jahre 1925 gleich nôrdlich des Bades Lipp- 
springe (nordwestlich von Paderborn) niedergebracht worden ist. 

Über die Einzelergebnisse der Bohrung ist zwar einstweilen 
noch Stillschweigen zu bewahren, aber so viel kann gesagt werden, 
daB dort unter der transgredierenden Kreideformation, die an ihrer 
Basis den an der südlichen Egge weit verbreiteten und zum Oberen 
Albien gehürigen roten Sandstein (,roter Gaultsandstein von Alten- 
beken“) enthält !), das Paläozoikum in 459 m Tiefe erreicht worden ist. 


1) Die zunächst recht überraschende Tatsache, daB der Teutoburgerwald- 
sandstein, der am Eggegebirge das Neokom und bei Horn-Detmold auch noch das 
Untere Albien vertritt und der dort eine Mächtigkeit von etwa 25 m besitzt, schon 
im Untergrunde von Lippspringe fehlt, indem dort die Kreïdetransgression erst 
mit Obergault einsetzt, steht augenscheinlich in Zusammenhang damit, da die 
Rheïinische Masse, in deren Peripherie der Teutoburgerwaldsandstein entstanden 
ist, eben bis üstlich Lippspringe gereicht hat. Das nach Westen sich vollziehende 
Auskeilen des Teutoburgerwaldsandsteins von Altenbeken nach Lippspringe wieder- 
holt sich im Gebiete der südlichen Egge, indem der Sandstein bei Borling- 
hausen noch in einigermafien normaler Mächtigkeit vorhanden ist, sich aber 
von hier nach Westen immer mehr verschwächt und schlieflich bei der Burg 
Blankenrode gleich ôstlich des Westheimer Abbruches auskeilt. So ergibt sich 
für den Westrand des Neokomsandsteins eine etwa nord-südlich verlaufende Linie, 
die von etwas üstlich Blankenrode bis etwas ôstlich Lippspringe verläuft. Etwa 
parallel zu dieser alten Küstenlinie liegt am Eggegebirge der heutige Rand der 
Kreidemulde, und in Zusammenhang damit wird erklärlich, da auf die ganze Er- 
streckung von Borlinghausen bis Detmold der Teutoburgerwaldsandstein so gleich- 
mäBig geringmächtig ist, während er am Osning gewaltig anschwillt. Am Osning 
setzte die marine Transgression der Unteren Kreide ja auch schon im Valanginien 
ein und nicht erst, wie an der Egge, im Hauterivien. Im Obergault wurde 
dann, wie wir nunmehr aus der neuen Bohrung wissen, beim weiteren Vorrücken 
des Meeres die Rheïinische Masse bei Lippspringe erreicht. Diese Obergault- 
Transgression hat am Westrande der Westfälischen Kreidemulde ihr Gegenstück 
bei Dorsten an der unteren Lippe (R. Bärtling, Zeitschr. D. Geol. Ges. 1908, S. 188). 
Daf sie am südlichsten Eggegebirge nicht bekannt ist, hängt damit zusammen, 
daB dort, wo sie zu erwarten wäre, der Gault fehlt, da er schon vor Ab- 
lagerung des Cenomans der Denudation infolge tektonischer Heraushebung jener 
Gebiete (synorogene Vorgänge der austrischen Phase) anheimgefallen ist, also Ver- 
hältnisse vorliegen, die man auf Grund der Darlegungen Bärtling’s (a. a. 0.) auch 
zur Erklärung der nur beschränkten Erhaltung des Obergault im Westen der 
Westfälischen Kreidemulde annehmen môchte. . 

Der am Egge-Gebirge bald nôrdlich von Altenbeken in die Fazies des Osning- 
Grünsandes übergehende rote Gaultsandstein, den wir nun auch von Lippspringe 
kennen und der hier wie bei Altenbeken vom Flammenmergel überlagert ist, er- 
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Um die Bedeutung dieser Sachlage für die Frage der Er- 
schliefung von Steinkohle zu verstehen, betrachten wir, wieder unter 
Zugrundelegung von Fig. 1, die geologischen Verhältnisse an der 
Südostecke und entlang dem Ostrande der Westfälischen Kreide- 
mulde, also im Gebiete des südlichen Teutoburger Waldes (Egge- 
Gebirges), wie sie sich aus des Verfassers älteren Arbeiten er- 
geben haben !). 

An das Eggegebirge knüpft sich ja das besondere Interesse, 
daf es hier môüglich gewesen ist, die vorkretazische (kimmerische) 
Gebirgsbildung, die dann später als die Hauptphase der saxonischen 
Orogenese erkannt worden ist, zum ersten Male sicher nachzuweïsen, 
und nun gleich in erheblichem Umfange. Ist doch die Kreide an 
der Egge nur wenig gestürt, während die älteren Schichten in einer 
selbst für saxonische Verhältnisse ungewühnlichen Weise disloziert 
sind. Südwestlich der Egge befinden wir uns bei Marsberg noch 
im variscisch gefalteten Schiefergebirge, das heift noch in der 
Rheinischen Masse, die hier nach Norden unter der West- 
fälischen Kreidemulde verschwindet. An das Schiefergebirge schliefen 
sich ostwärts die Randstaffeln der Rheinischen Masse an, 
und auch sie werden nordwärts von der Kreide überlagert, wobeï 
die Kreide nicht oder nur sehr geringfügig von den im Liegenden 
der Kreide recht beträchtlichen Staffelbrüchen, deren wichtigste 
der Westheimer und der Scherfeder Abbruch sind (s. Fig.1), betroffen 
ist. Diese Randstaffeln reichen nordostwärts bis zum Borlinghauser 
Abbruch. Da der Borlinghauser Abbruch, der bei Borlinghausen 
in klar ersichtlicher Weise unter der Westfälischen Kreidemulde 
verschwindet, unter dieser wenigstens zunächst in nordwestlicher 
Richtung sich fortsetzt, hat sich aus einigen inmitten der Kreide 
jenseits ihres Ostrandes wieder sichtbar werdenden Triasvorkommen 
ergeben. 

An die Region der Abbruchstaffel der Rheinischen Masse schliefit 
sich nach Nordosten die Region der Egge-Falten an, bestehend 
aus einem bunten Mosaik von Schollen triadisch-jurassischer Ge- 


weist sich als die küstennächste Bildung des unteren Obergault gegenüber dem 
etwas küstenferneren Osning-Grünsande, der von Feldrom nôrdlich Altenbeken an 
am ganzen Teutoburger Walde und auch am Westrande der Westfälischen Kreiïde- 
mulde die herrschende Fazies ist. 

1) Vgl. Lieferungen 70, 147 u. 167 der Geol. Spezialkarte von Preufen nebst 
Erläuterungen, dabei besonders die ,Tektonische Ubersichtskarte des Gebietes 
des südlichen Eggegebirges“, beigefügt den Erl. zur Kartenlieferung 147. Vergl. 
ferner H. Stille, Übersichtskarte der saxon. Gebirgsbildung 1:250000, herausge- 
geben von der Preuf. Geol. Landesanstalt 1922. 
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steine, die eine Anordnung nach gewissen Hebungslinien erkennen 
lassen. Diese Hebungslinien sind von Norden nach Süden die 
Warburger Achse, die Driburger Achse (mit der Netheberg-Achse 
als Abzweïgung), die Berlebecker Achse und endlich die Osnimg- 
Achse. Abgesehen von der Osning-Achse verschwindet auch dieses 
Faltungs- und Schollensystem nach Osten unter der Kreïde. 

Mit der Berlebecker Achse erreichen wir das Grebiet, in dem 
auBer der vorkretazischen Faltung auch eine postkretazische ge- 
wirkt hat, kenntlich an ürtlichen Steilstellungen und Dislozierungen 
der Kreideschichten (z. B. Steilstellung der Unteren Kreide in den 
Externsteinen bei Horn), und entlang der Osning-Achse ist sogar 
die postkretazische Gebirgsbildung weit bedeutender gewesen als 
die vorkretazische. 

Wir haben also gesehen, da von den tektonischen Elementen, 
die wir am südôüstlichen und ôstlichen Rande der Westfälischen 
Kreidemulde antreffen, eines nach dem andern unter der Kreide 
verschwindet, und es erhebt sich nunmehr die wichtige Frage, wie 
die Sachlage weiterhin unter der ganz flach zum Innern der Mulde 
einsinkenden und dabei von Verwerfungen kaum betroffenen Kreide 
sein mag. 

Nur einzelne Bohrungen geben bisher über das Liegende der 
Kreide im südôüstlichen und ôüstlichen Randgebiete der Westfälischen 
Kreidemulde Kenntnis. So hat eine Bohrung bei Altenbeken, wo 
schon durch die Anlage des gro$en Tunnels wichtige Aufschlüsse 
über den geologischen Bau des Untergrundes unter dem Ostrande 
der westfälischen Kreidemulde gegeben waren, unter der Kreide 
Muschelkalk angetroffen, worüber A. Mestwerdt berichtet hat ?). 

Weiterhin kommen die schon in anderem Zusammenhange er- 
wähnten Bohrungen bei Greseke und Salzkotten in Betracht, die 
unter der Kreide das paläozoische Schiefergebirge unter Ausfall 
von Dyas, Trias und Jura festgestellt haben. 

Die Bohrungen von Geseke und Salzkotten zeigen, daB sich 
mindestens bis zu ihnen hin die Rheinische Masse von Süden her 
unter der Kreide fortsetzt. Der uns aus dem südôstlichen Rand- 
gebiete der westfälischen Kreide bekannte Abbruch der Rheïnischen 
Masse gegen die mesozoischen Gebiete muB also nôrdlich von Salz- 
kotten durchsetzen. Da nun zwischen ihm und dem nôrdlich und 
ôstlich liegenden Kreiderande nach den Beobachtungen am südlichen 
Eggegebirge nicht nur die Randstaffeln der Rheiïnischen Masse, 
sondern auch das an der Egge ziemlich breite System der Warburger 


1) A. Mestwerdt, Geologische Ergebnisse von Bohrungen bei Altenbeken. 
7. Jahresb. Niedersächs. geol. Ver. 1914, $. 116 ff. 
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und Driburger Achse zu erwarten sind, so lag es, ehe weitere 
Aufschlüsse da waren, für mich nahe, den Abbruch der Rheinischen 
Masse nicht allzu weit nôrdlich von Salzkotten unter der Kreide 
zu vermuten. Diese Auffassung ist auch auf der geologischen 
Übersichtkarte der saxonischen Gebirgsbildung 1:250000 zur Dar- 
stellung gekommen, und ganz allgemein gilt in der Literatur der 
Borlinghauser Abbruch des Egge-Vorlandes als identisch mit 
dem nordôstlichen Abbruche der Rheïnischen Masse, der nach den 
Darlegungen von R. Bärtling, P. Krusch und Th. Wegner seine 
Fortsetzung weiter nordwestlich zwischen Münster und dem Osning 
haben muf. 

Unter der oben entwickelten Auffassung wäre bei Lippspringe 
unter der Kreide das Mesozoikum des Eggegebirges zu erwarten 
gewesen; aber es wurde hier, wie schon gesagt, Paläozoikum an- 
getroffen. 

Damit ist der Beweis geführt, daB die Rheinische 
Masse unter der westfälischen Kreide nach Nordosten 
mindestens bis Lippspringe reicht und daf ihr nord- 
ôstlicher Abbruch erst üstlich und nôrdlich von Lipp- 
springe aufsetzen kann (s. Fig. 1). 

Weitere Bohrungen, die wohl im Hinblick auf die Frage der 
Kohleerschliefung nicht ausbleiben werden, müssen über die ge- 
naue Lage des Ostrandes der Rheinischen Masse zwischen Lipp- 
springe und dem Kreiderande bei Detmold-Horn-Leopoldstal noch 
Aufklärung geben. Daf er sehr weit ôüstlich von Lippspringe 
liegt, môchte ich von vornherein nicht glauben, denn zwischen ihm 
und dem Kreïderande sind ja noch die tektonischen Einheiten zu 
erwarten, die wir vom Marsberg an bis zur Region der Berlebecker 
Achse unter die Kreide untertauchen sahen. Und wenn auch die 
eine oder andere Einheit fehlen sollte, so vielleicht ein Teil der 
Randstaffeln, so beträgt doch andererseits die Entfernung von Lipp- 
springe bis zum Kreiderande bei Altenbeken auch nur ca. 10 km. 

Sollte sich herausstellen, daf sich bei Lippspringe die im Süden 
erkennbaren Randstaffeln der Rheinischen Masse ganz oder fast 
ganz ausgekeilt haben, so künnte man vielleicht den üstlich Lipp- 
springe vorhandenen Abbruch als Fortsetzung des aus seiner nord- 
westlichen Richtung wieder in die nôrdliche Richtung umbiegenden 
Borlinghauser Abbruches auffassen und damit diesem die Rolle, die 
er bisher in der Literatur gespielt hat, belassen, — umsomehr als er 
der an Sprunghühe beträchtlichste der Staffelbrüche der südlichen 
Egge ist. Vielleicht tut man bei der Unklarheït der Sachlage und 
zur Vermeidung unfruchtbarer Kontroversen gut, von einem , West- 
fälischem Hauptabbruch{ zu reden, unbekümmert darum, in welchem 
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der einzelnen Abbrüche des südlichen Eggegebietes dieser nun in 
besonderem Mafe seine Fortsetzung haben dürfte. Und sollte sich, 
was von vornherein wahrscheinlich ist, herausstellen, dal der 
Abbruch auch weiter nürdlich gestaffelt ist, so wären eben die 
Staffeln in ihrer Gesamtheit als ,Westfälischer Hauptabbruch“ zu 
bezeichnen, —— was ich auch für die Gesamtheit der Staffelabbrüche 
an der Südostecke der Westfälischen Kreidemulde von der West- 
heimer bis zur Borlinghauser Verwerfung vorschlagen müchte. 
Nôürdlich von Münster erkennen wir unseren Westfälischen Haupt- 
abbruch im ,Münsterländischen Abbruch“ R. Bärtling’s wieder. 

An den Westfälischen Hauptabbruch knüpft sich nun deswegen 
in wirtschaftlicher Hinsicht ein so grofies Interesse, weil die Rheinische 
Masse, die von ihm nach Norden und Osten begrenzt wird, dasjenige 
Gebiet ist, in dem das paläozoische Grundgebirge, — und damit 
auch die Kohlenformation, soweit überhaupt vorhanden, — nicht 
oder nicht nennenswert von vorkretazischen Ablagerungen bedeckt 
ist und damit auf weiteste Erstreckung in erreichbaren Tiefen 
steht. Daf aber das Vorhandensein der Kohlenformation für das 
ganze Gebiet zwischen Neubeckum-Beckum und Detmold zutrifft, 
darf auf Grund des bei Detmold erzielten Aufschlusses nunmehr 
als sehr wahrscheinlich betrachtet werden. 

Somit werden auf Grund einerseits des neuen Bohraufschlusses 
bei Lippspringe und andererseits desjenigen bei Detmold und unter 
Berücksichtigung der (Cresamterfahrungen über den Aufbau des 
Ostens der Westfälischen Kreidemulde recht weite Gebiete für die 
Erschliefung von Steinkohle hüffig, die unter der Auffassung, daB 
das Liegende der Kohlenformation sich im Meridian von Soest nach 
Osten unter der Kreide heraushebe und daB dazu der Nordrand 
der die Kohlenformation umschlieBenden Rheïinischen Masse weit 
im Süden liege, bisher als unhôffig betrachtet worden sind. Be- 
stätigen sich, wie man erwarten darf, diese Hoffnungen, so würde 
sich gegenüber der bisherigen Vorstellung die streichende Er- 
streckung des westfälischen Kohlengebirges von Beckum bis zum 
Westfälischen Hauptabbruche nôrdlich von Lippspringe um rund 
50 km verlängern. 

Auch zwischen der Rheïnischen Masse bei Lippspringe und dem 
Kreiderande bei Horn-Detmold mag in der unter der Kreide zu er- 
wartenden Region der Eggefalten die Heraushebung des Untergrundes 
einmal so stark gewesen sein, daf die Kohlenformation mit Bohrungen 
erreicht werden kônnte. Aber nach aller Voraussicht wird es sich 
dabei nur um beschränkte Vorkommen nach Art desjenigen von 
Detmold handeln, und dazu wäre die Prognose, wo etwa die Boh- 
rungen anzusetzen sind, zunächst auBerordentlich schwierig. 


Über die Giftempfindlichkeit von Organen 
kranker Tiere 
(nach Versuchen von Dr. Gerhard Hecht). 


Von 
W. Heubner. 


Vorgelegt in der Sitzung am 11. Februar 1927. 


L: 

Den Ausgangspunkt für die Untersuchungen, die Herr Dr. Hecht 
auf meine Aufforderung mit Mitteln der Gesellschaft der Wissen- 
schaften unternahm, bildeten zunächst Beobachtungen, die wir bei 
früheren gemeinsamen Versuchen gemacht hatten: Ausgeschnittene 
und in kôrperwarmer Salzlôsung aufgehängte Uterushôrner von 
jungen, etwa 250 g schweren Meerschweinchen zeigten gegenüber 
Histamin beträchtliche Empfindlichkeitsunterschiede; dabei hatten 
wir den Eindruck, als ob diese Unterschiede mindestens zum Teil 
mit Erkrankungen der Tiere zusammenhingen und zwar auch 
mit Erkrankungen, an denen der Uterus selbst durchaus nicht be- 
teiligt war, z. B. Lungenentzündungen. Zuweilen glaubten wir auch 
AnlaB zu haben, grôBere Empfindlichkeitsunterschiede zwischen 
dem rechten und linken Uterushorn desselben Tiers mit lokalen 
Stôrungen in Verbindung zu bringen, die sich durch Rôtung der 
einen Organhälfte ausdrückten. Stets lag die Veränderung gegen- 
über normalen Tieren oder Organen im Sinne einer abgeschwäch- 
ten Empfndlichkeit für Histamin. Unsere Beobachtungen erin- 
nerten uns an Mitteilungen von David Macht und Giu-Ching 
Ting!), nach denen überlebende Muskelstreifen aus den Bronchien 
von Schweinen eine verminderte Reaktion auf Pilocarpin, Muscarin, 
Adrenalin und Bariumchlorid aufwiesen, wenn sie von Tieren 
stammten, die mit Lungenkrankheiten und Entzündungszuständen 
der Bronchialschleimhaut behaftet waren; bei schweren Erkran- 
kungen konnte die Anspruchsfähigkeit der Bronchialmuskeln ganz 


1) Journal of Pharmacology and experimental Therapeutics 18, 111. 1921. 
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erloschen sein. Weiterhin berichtete Susumu Makit), da er die 
Empfndlichkeit des isolierten überlebenden Darms gegenüber Adre- 


nalin bei tuberkulôsen Meerschweinchen herabgesetzt fand. 

Beziehen sich diese Befunde auf isolierte Organe, die aus dem Kôrper 
kranker Tiere entnommen wurden, so gibt es doch auch solche, die eine abnorme 
Empfindlichkeit unverletzter kranker Tiere nachweisen. So sah z.B. A. Sluy- 
ters?) im Institut von R. Magnus bei der Eichung von Digitalispräparaten an 
Katzen nach der von Hatcher eingeführten Methode der intravenüsen Infusion 
stark abweichende Empfindlichkeit bei pneumoniekranken oder graviden Tieren. 
Ich selbst vermifte den im allgemeinen sehr sicheren und regelmäfigen diure- 
tischen Erfolg einer intravenüsen Theophyllininjektion an einem Kaninchen, das 
nach Amputation eines Ohres eine Eiterung am Kopfe bekommen hatte. 

A. Zimmer) berichtete dagegen über verstärkte Reaktion (Leukocytose) 
bei Kaninchen auf intravenüse oder orale Yatrengaben, wenn die Tiere mit Ab- 
scessen behaftet waren. 

Die Frage abnormer Reaktion kranker Organismen auf Gifte spielt eine 
bedeutende Rolle bei der Anwendung der Arzneimittel in Krankheïtsfällen. Im 
allgemeinen herrscht in der Medizin der Glaube, daB krankhaft veränderte Funk- 
tionen empfindlicher gegen pharmakologische Wirkungen seien als gesunde; 
in der Tat gibt es einige bekannte Beispiele, die diesem Glauben als Stütze dienen 
kônnten: so ist es kaum zu bezweifeln, daB eine fieberhafte Kôrpertemperatur 
gesetzmäBig durch kleinere Dosen der sogenannten Antipyretica zur Norm 
herabgedrückt wird, als zur Senkung der normalen Temperatur unter die Norm 
erforderlich sind; auch werden die tonischen Veränderungen am Herzmuskel, die 
einen Teil der Digitaliswirkung ausmachen, bei herzkranken Menschen offenbar 
bereits nach kleineren Dosen erkennbar als bei Gesunden. Mehr noch vielleicht 
als solche einzelnen, genauer definierbaren Fälle ist es der allgemeine Eindruck 
erhühter ,Empfindlichkeit“ kranker Menschen gegenüber allen Arten von Sinnes- 
eindrücken, die vielen Arzten die Meinung einprägt, auch gegenüber Arzneimitteln 
gelte gesetzmäBig das gleiche. Neuerdings hat unter dem Einfluf von Bier 4) die 
Auffassung groBen Anklang gefunden, die bereits früher von Hahnemann und 
Hugo Schulz vertreten worden war, da mindestens eine grofe Zahl — ,homüo- 
pathisch wirkender“ — Mittel am kranken Organismus immer intensiver wirke 
als am gesunden. 


Die Frage ist nach alledem noch sehr umstritten: während 
der Glaube der praktischen Medizin eine Empfindlichkeitsstei- 
gerung durch Erkrankung annimmt und diese in einzelnen Fällen 
belegen kann, haben die Beobachtungen im Tierexperiment bisher 
meist eine Abschwächung der Empfindlichkeit für Giftwirkungen 
ergeben. Es ist von vornherein wahrscheinlich, daB es sowohl auf 
die Art der Erkrankung, wie auf die Art der angewandten Mittel 


1) Zeitschr. für die ges. experimentelle Medizin 44, 143. 1924. 

2) Archiv der Pharmazie 263, 52. 1995. 

3) Orale Reiztherapie, Leipzig, F. C. W. Vogel, 1926. S. 84 ff. 

4) Wie sollen wir uns zur Homôüopathie stellen? — München, J. F. Leh- 
manns Verlag, 1925. $. 4 ff. 
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ankommt, ob und welche Ânderungen der Empfndlichkeit sich 
zeigen. Deshalb gilt es zunächst, das Tatsachenmaterial zu ver- 
mehren und womôüglich die Zuverlässigkeit der Beobachtungen zu 
verschärfen, wenn man grüBere Klarheit über das Problem zu er- 
langen wünscht. Unter diesem Gesichtspunkt wurden die folzenden 
Versuche angestellt. 


x T. 


Es schien erwünscht, mit solchen Methoden zu beginnen, die 
sich für zahlenmäfige Ermittlungen bereits bewährt haben, zugleich 
aber relativ einfache und gleichmäfige Bedingungen bieten. Des- 
halb wurden isolierte und überlebende muskulüse Organe unter- 
sucht, deren Kontraktionen bequem durch Hebelschreïibung auf 
dem Kymographion aufgezeichnet werden künnen, und zwar speziell 
das Herz und das Uterushorn von Meerschweinchen in den be- 
kannten Versuchsanordnungen nach Langendorff und nach 
Magnus. Die Durchspülung mit der konstant zusammengesetzten 
Lockeschen Lüsung unter konstantem Druck und bei konstanter 
Temperatur am Herzen, ebenso das Bad in sauerstoffsesättigter 
Tyrode - Lüsung am Uterus machen die isolierten Organe unab- 
hängie von dem Blut und der Gewebsflüssigkeit, aber auch vom 
Zentralnervensystem der Tiere, die in Krankheïtszuständen ver- 
ändert sein kônnen. Es kônnen daher nur Empfindlichkeitsverän- 
derungen zutage treten, die in den geprüften Organen selbst 
ihren Sitz haben. 

Gerade die Vorstellung solcher Empfndlichkeitsänderungen spielt im Denken 
der ÀÂrzte eine Rolle und es war berechtigt und lohnend, diese Unterfrage aus 
dem gesamten Komplex vorwegzunehmen. 

An den beiden Organen wurde jeweils die Giftempfindlichkeit 
dadurch geprüft, da die Grenzdosen bestimmter Substanzen 
ausgetastet wurden, die noch eine erkennbare Funktionsänderung 
herbeiführten. Am Uterus wurde ausschliefilich das kontraktions- 
erregende Histamin gebraucht; das Auswaschen der gifthaltigen 
Flüssigkeit vor Zufuhr einer anderen Dosis erfolgte stets durch 
Überlauf aus dem Organbehälter, so daB niemals eine Entbléfiung 
des Organs von umspülender Flüssigkeit und niemals eine Tempe- 
raturänderung eintrat. 

Am Herzen wurde die gifthaltige Flüssigkeit jeweils in be- 
kannter Konzentration dauernd durch die Coronargefäfe ge- 
schickt, der Wechsel der Durchstrômungsflüssigkeit also mit Hilfe 
von Rohrverzweigungen und Hähnen unmittelbar vor der Herz- 
kanüle vorgenommen. Zur Prüfung der Giftempfindlichkeit wurde 
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im wesentlichen nur g-Strophantin angewandt, nachdem Vorver- 
suche mit Cardiazol und Coramin eine relativ geringe Wirk- 
samkeit dieser Substanzen gezeigt hatten. Registriert wurden die 
Exkursionen der Herzspitze und vor allem die Verminderung der 
Hubhühe ausgemessen; ebenso wurde in vielen Versuchen die Grôke 
des Durchflusses durch die Coronargefäfe gemessen. Regelmähig 
wurde mit der Anwendung geringer Konzentrationen begonnen und 
immer unter Zwischenschaltung giftfreier Perioden um eine oder 
zwei GrôBenordnungen gestiegen, bis ein deutlicher depressiver 
Effekt eintrat. Die einzelne Periode dauerte stets eine Anzahl 
(ca. b—15) Minuten, der ganze Versuch 1—1!}2 Stunden. Ein sti- 
mulierender Effekt war nicht regelmäfig nachweisbar, so da sich 
dieser als Indikator für die Empfindlichkeit weniger eignete. 

Entsprechend dem Versuchsplan wurden Parallelversuche in 
gleicher Art an Organen gesunder Tiere und künstlich krank ge- 
machter Tiere vorgenommen. Zur Erzeugung von Erkrankungen 
diente weifer Phosphor, Diphtherietoxin oder Infektion mit Tuberkel- 
bazillen, bei der wir die freundliche Unterstützung des Hygieni- 
schen [Instituts in Anspruch nehmen durften; endlich wurden auch 
eimige Tiere in der Schwangerschaft oder unmittelbar nach dem 
Werfen in den Versuch genommen. Der Phosphor wurde in éliger 
Lüsung 1—6 Tage vor Tôtung der Tiere subkutan eingespritzt, 
das Diptherietoxin (von Hôchst) in ein- bis dreifach tôtlicher Mi- 
nimaldosis ein bis sieben Tage vor der Tôtung. Die (zwei) ver- 
wendeten tuberkulôsen Meerschweinchen befanden sich laut Sektions- 
befund auf der Hôhe ausgebreiteter Lungenerkrankung. 


IT 


Die Gresamtzahl aller Hauptversuche, die frei von technischen 
Fehlern usw. verliefen, betrug für die Herzen 31. Von ihnen 
stammten 11 von gesunden, meist männlichen Tieren, 6 von träch- 
tigen Weïbchen, 1 von einem Weibchen kurz nach dem Werfen, 
4 von phosphorvergifteten, 7 von diphtherievergifteten und 2 von 
tuberkulôsen Tieren. Als Summe der Ergebnisse an den normalen 
Herzen läft sich feststellen: stets unwirksam war die Konzen- 
tration von 107% Strophantin, stets vernichtend für die Herzfunk- 
tion die Konzentration 10; sie bewirkte [rregularität der Puls- 
folge und nach einigen Minuten Übergang in Herzstillstand, aus 
dem auch erneute Zufuhr giftfreier Lüsung keine Erholung brachte. 
In den Konzentrationen von 107% bis 107° zeigten sich häufig Ver- 
grüferung der Hubhôühe, sowie Vermehrung des Durchflusses durch 
die CoronargefäBe, in den Konzentrationen oberhalb 10° aus- 
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nahmsweise auch Verminderung der Hubhôhe und Rhythmus- 
stôrungen, freilich von reversiblem Charakter. 

Die Herzen der trächtigen und puerperalen Meerschweinchen 
verhielten sich genau so wie die von normalen Tieren. 

In scharfem Kontrast dazu liefen die phosphorvergifteten 
Tiere eine gesteigerte Empfindlichkeit erkennen, da sie sämt- 
lich bereits bei der Konzentration von 107 eine Verkleinerung 
der Herzexkursionen aufwiesen und bei 10% schon eine deutliche 
Schädigung. (Der Durchfluf durch die Coronargefäfe verhielt sich 
jedoch kaum anders als an normalen Herzen.) 

Von den 7 diphtherievergifteten Tieren waren es nur 2, deren 
Herzen bei 107 (und in geringem Grade auch noch bei 107) 
Strophantin ihre Hubhôhe verkleinerten; das eine hatte vor 7 Tagen 
die einfache, das zweite im Laufe der letzten zwei Tage vor dem 
Tode die sechsfache tôtliche Minimaldosis erhalten. Endgültige 
Schädigungen ïihrer Tätigkeit erlitten jedoch auch diese Herzen 
erst bei der normalen Grenzkonzentration von 10%. Die übrigen 
(also die Mehrzahl der Herzen) verhielten sich nach Diphtherie- 
vergiftung verschiedener Intensität und Dauer gegenüber Stro- 
phantin wie normale. 

Von den beiden Herzen tuberkulüser Tiere reagierte das eine 
mit normaler Empfindlichkeit, das zweite in ähnlicher Weise wie 
die Minorität der Diphtherieherzen, also mit mäfig gesteigerter 
Empfindlichkeit. 

In Summa hat es sich also herausgestellt, daB die Herzen der 
krank gemachten Tiere eine erhôhte Empfndlichkeit gegenüber 
dem digitalisartig wirkenden Strophantin bekommen kônnen (und 
bei Phosphorvergiftung regelmäfig bekommen). Eine Abschwächung 
der Empfndlichkeit wurde niemals gefunden. 

Für die Beurteilung des Ergebnisses an den Herzen ist es wohl 
nicht gleichgültig, daf die stärksten und regelmäBigsten Pulsschläge 
nach Phosphor vergiftung gefunden wurden. Denn es ist bekannt, 
daf der Phosphor — oder das aus ihm entstehende Phosphit!) — 
das Herz in besonderem Mae schädigt, daB auch das Fett im Herz- 
muskel sich vermehrt. Daher ist es nicht erstaunlich, daf die Wir- 
kung des Strophantins schwächer bleiben kann, um eine sichtbare 
Schädigung herbeizuführen. Erstaunlich ist es, daf die Herzen 
der diptherievergifteten Tiere nicht ebenso deutliche Anderungen 
der Empfndlichkeit aufwiesen, da auch das Diphtherietoxin als 
Herzgift bekannt ist. 


1) Vgl. Engel, Arch. f. exper. Path. und Pharmakol. 102, 289. 1924. 
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. KI. 1926. Heft 8. 1 
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IVe 


An Uterushürnern wurden 20 brauchbare Versuche ausgeführt 
und von diesen 4 an Organen phosphorvergifteter Tiere. Die 
Grenzdosen für Histamin lagen in der Normalreihe viel enger zu- 
sammen als die Strophantindosen für die Herzen. Die kleimsten 
wirksamen Konzentrationen bewegten sich zwischen 1,0 und 7,5 = 
10, die hôchsten unwirksamen waren etwa um die Hälfte kleiner. 
Bei den Organen der Phosphortiere lag die wirksame Grenzkon- 
zentration stets bei 1,0 >x<107, also nicht auBerhalb des normalen 
Bereiches. Eine Ânderung der Empfindlichkeit durch Phosphor- 
vergiftung war an diesem Organ nicht nachweisbar. 


Ve Là 

Bei dem Vergleich der , Empfindlichkeiïtssteigerung“ durch Stro- 
phantin und der oben $. 230 erwähnten ,Empfndlichkeitsvermin- 
derung“ glattmuskeliger Organteile wird man im Auge behalten 
müssen, da man die Reaktion eines muskulôsen Organs auf ein 
kontraktionserregendes und ein kontraktionsverminderndes 
Gift nicht einfach parallel setzen kann; denn die Kontraktion ist 
»Leistung* und ein ,geschädigtes* Organ wird von vornherein 
gegen ,lähmende“ Einflüsse ,empfindlicher“, gegen erregende ,un- 
empfndlicher“ sein. Doch ist es unwahrscheinlich, daB diese ein- 
fache Formel ausreicht, um dem ganzen Umfang des Problems gerecht 
zu werden, da die Anspruchsfähigkeit kranker Herzen auch gegen 
die ,leistungssteigernde“ Wirkung von Digitalisstoffen erhôht zu 
sein pflegt, Macht die Reaktion der Bronchialmuskeln kranker 
Tiere auch gegenüber dem tonusvermindernden Adrenalin abge- 
schwächt fand u. dgl. mehr. Deshalb erfordert der heutige Stand 
des Wissens weitere experimentelle Durchforschung des Gebietes. 


‘Elementare Sätze über die Komplex- und die 
Drehungsgruppe. 


Von 
H. Weyl in Zürich. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1927. 


Der Komplexgruppe © im zentrierten affinen Raum von 2» 

Dimensionen liegt ein nicht-ausgeartetes schiefes Produkt 
[y] = ZE cutiy 
à, & 
zweier willkürlicher Vektoren x, y zugrunde, dem wir unter Ver- 
wendung eines aus den Grundvektoren e,, é,(« — 1,2,...,n) be- 
stehenden ,normalen“ Koordinatensystems zweckmäBigerweise die 
Grestalt 
Gigi di) +++ (as y — En Un) 


geben (x,,æx, bedeuten die Komponenten des Vektors x). x, y mügen 
konjugiert zueinander heifen, wenn [&y] — 0 ist. Die Grundvek- 
toren e,,e,,...,e, Spannen eine #-dimensionale Nullmannigfaltig- 
keit +, auf, d.h. eine solche, innerhalb deren das schiefe Produkt 
verschwindet. 

Um die Theorie der Darstellungen der Gruppe 6, wie ich sie 
in MZ II entwickelte !), algebraisch vollständig abzuschliefen, gilt 
es folgenden Satz zu .beweisen über Polynome H(x,y,...,2), die 
von # Argumentvektoren x,Y,...,2 ganz rational abhängen, und 
zwar homogen der rf* Ordnung in den Komponenten von x, der 
rt Ordnung in y,..., der rfi Ordnung in z: 

Satz 1. Verschwindet H immer dann, wenn die Argumentvektoren 
zueinander konjugiert sind, so gehürt H demjenigen Polynomideal IT an, 


1) Mit MZ I, IL, II zitiere ich die drei Abhandlungen über Darstellungs- 
theorie in der Mathem. Zeitschr. 28 (1925), S. 271—309; 24 (1925), S. 328—376; 


S. 377—395. 
174 
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dessen Basis von den schiefen Produkten der Argumentoektoren zu je 
zweien gebildet wird. 
Es bezeichne nämlich J das aus » Zeilen bezw. von der Länge 


r57-.., 7, bestehende Indexschema 
Ltd 
*: k, Er: 


sole el se 


Jeder Index durchläuft unabhängig von den anderen die Reiïhe 
1,2,...,n,1',2,...,#. Wir betrachten die lineare Mannigfaltig- 
keit (œ) aller Tensoren y der r** Stufe, r = r,+7,+:..r,, deren 
Komponenten y, symmetrisch sind in den Indizes jeder Zeile des 


r(r — 1) 


Schemas und den noi »Überschiebungsbedingungen“ genügen 
DRAC ee 
P,q 


Diese verlangen, daf alle aus @ durch Verjüngung entstehenden 
Tensoren (r—2)* Stufe null sind (es genügt, die ZX r,r, Glei- 
a <f 


chungen zu postulieren, in denen die beiden Summationsindizes p, 
4 zwei zu verschiedenen Zeiïilen gehôrige Stellen im Schema ein- 
nehmen). Man erhält spezielle solche Tensoren y durch den Ansatz 


Pr — Lo, Le, Le, _.. Vr Yr, HOT 0 ea, ., 


falls die x Vektoren x,y,...,2 zueinander konjugiert sind. Unser 
Satz lehrt, daf (y) die kleinste lineare Schar von Tensoren rt# 
Stufe ist, welche alle diese speziellen Tensoren umfaft: denn durch 
ihn überblicken wir die linearen Relationen mit konstanten Koef- 
fizienten «,: 
Ha=nS a ;p 10 
J 


zwischen den Komponenten w,, welche von sämtlichen speziellen 
Tensoren erfüllt werden. Damit zeigt sich, daB die aus den Ten- 
soren der linearen Schar (g) durch Alternation in bezug auf die 
Indizes jeder Spalte hervorgehenden Tensoren q* das Substrat 
einer wreduziblen Darstellung von € bilden, deren hôchstes Gewicht 
= rot) A8 (Er, ==, = 0) und eee 
die rein algebraische Konstruktion der irreduziblen Darstellungen 
vollendet'). Aber auch unabhängig von dieser Anwendung hat der 


1) Vel. MZ IL, S. 335f. 
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Satz 1 selbständiges Interesse. Den Beweis will ich mit Hilfe von 
Gedanken führen, die der Darstellungstheorie angehôren, aber ohne 
Verwendung transzendenter Hilfsmittel. 

Die sämtlichen Polynome unserer #.2n Variablen 


! 
%,%,,...,X,, 
2 

, 
Yas Yo ces Yns 
2. 2 2 
FONCTION ET E 


welche in den Variablen jeder Zeile homogen sind bezw. in den 
vorgeschriebenen Ordnungen r,,7,,...,r,, bilden eine lineare Schar 
X, als deren Basis man die sämtlichen Monome X, der betreffenden 
Ordnungen verwenden kann. Übe ich auf die Argumentvektoren 
des gegebenen Polynoms Æ kogredient eine Transformation s der 
Gruppe © aus, so entsteht ein Polynom Hs, welches die gleiche 
Eigenschaft wie Æ besitzt: zu verschwinden, falls die Argument- 
vektoren zueimander konjugiert sind. Durchläuft s die ganze Gruppe, 
so spannen alle transformierten Hs eine lineare Schar & innerhalb 
X auf, welche invariant ist gegenüber der Gruppe €. Der Beweis 
unseres Satzes wird also erbracht sein, wenn wir zeigen: 

Hilfssatz. st F cine gegenüber © invariante lineare Teilschar 
der Polynomschar X, so gehüren die Polynome von & dem Ideal IT an, 
falls sie verschwinden für die speziellen zueinander konjugierten Argu- 
mente 


() ES PNR 


Ist H,,..., H, eine Basis der Schar K, so gehen die H, durch 
Ausübung der Transformation s über in lineare Kombinationen der 
H,; so ist f das Substrat für eme gewisse u-dimensionale Dar- 
stellung der Komplexgruppe 6. Nach dem Satz von der vollen 
Reduzibilität kann man X zerlegen in & und eine andere lineare 
Teilschar G*, welche gleichfalls invariant gegenüber € ist; das 
meint: jedes Polynom ? von # ist kongruent einem Polynom von 
f (mod. f*); ein Polynom von K, das kongruent O0 (mod. K*) ist, 
ist gleich 0. Ich assoziiere jedem der Argumentvektoren einen va- 
riablen kontragradienten Vektor Ë, n,...,6. (aë) bedeute 


ME HAE, +..+aié,, 


#, das Monom, das in gleicher Weise aus Ë, ,...,6 gebildet ist 
wie X, aus %,y,...,2 Die Invariante 


XXE (CE) (un)* .…(6)" 
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ist mod. * einer Funktion 


f SE DES CHOC 


in F kongruent: 
X,= P,(mod. f*), P, Polynome in k. 


Aus fs = f (mod. f*) folgt, da f-und fs in & liegen: fs — f. Als 
Invariante der Gruppe € ist f (nach dem bekannten Fundamental- 
satz über Vektorinvarianten) ein Agoregat der GrüBen 


(GE), (yË), ..) (28), 
(2) (æn), (yn), -.., (en), 


ferner der schiefen Produkte vom Typus [y] und vom Typus [ér]. 
Weil die Ordnung in den lateinischen Variabeln die gleiche ist wie 
in den griechischen, hat jedes Aggregatglied ebensoviele Faktoren 
von der Form [xy] wie [y]. Unter Fortlassung der Glieder, welche 
einen Faktor vom Typus [xy| enthalten, reduziert sich f daher auf 
ein Aggregat 


fo }(&É), (yË), ..., (26)} 


der Grôfen (2) allein. Nach Voraussetzung soll f und daher f, 
verschwinden für die speziellen Argumente (1). Für diese besteht 
aber die Tafel (2) einfach aus den unabhängigen Variablen 


2. ee Sid? e 

Mis Mas ee) Mn 
Darum ist f, identisch null, f oder die Polynome P, gehüren dem 
Ideal IT an. Ist nun Æ ein Polynom aus & mit den Koeffizienten «,: 


H.= SX, 
J 


so ist 


H = » dy P, (mod. É”), also auch. H = Sa, P,. 
J 


Der Beweis ist damit vollendet. 

Wir stützten uns auf den Satz von der vollen Reduzibilität. 
Für den Darstellungsraum %X ist dieser Satz elementar beweisbar. 
Denn bedeutet der Querstrich den Übergang zum Konjugiert-kom- 
plexen, so ist 
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gegenüber der wnitür beschränkten Gruppe €, invariant. Innerhalb 
der linearen Schar X von Polynomen 


P = Yux,X, (x, Zahlkoefizienten) 
J 


ist der Ausdruck Y x,x, somit eine gegenüber €, invariante defi- 
mite Hermitesche Form. , Unter * verstehe man den zu f senk- 
rechten Raum im Sinne der durch diese Hermitesche Form in X 
definierten Metrik. Man schliefe nun in bekannter Weise, da8 f* 
nicht nur gegen C,, sondern auch gegenüber © invariant ist; oder 
man führe die ganze Argumentation für die beschränkte Gruppe 


GC, durch. 


Eine analoge Betrachtung klärt die auf den ersten Blick so 
merkwürdige Formel auf, welche ich an der unten zitierten Stelle ! 
im Falle von # Argumentvektoren aufstellte zwischen den An- 
zahlen der zur Gruppe 6 im (2»)-dimensionalen Raum und den zur 
vollen linearen Gruppe G im »-dimensionalen Raum gehôrigen in- 
varianten GrôBen. Liest wieder eine lineare gegenüber € invariante 
Teilschar & von X mit der Basis (H,,..., H,) vor, so hat jedes im 
der zugehôrigen Darstellung ÿ vorkommende Gewicht (q,,q,..., x) 
eine Summe g+g+..+q,=r. Was bedeutet ,Gewicht“? Man 


hat die spezielle Transformation s: 


/ 
La 7 Ex Ras À 


[ra 


re (œ —= 1,2: 5200) 
auszuführen und die Spur der linearen Transformation zu berechnen, 
welche von den 11 zu den H,s führt. Diese Charakteristik von 
b ist offenbar eine lineare Kombination von Monomen À ERNEST 
mit ganzzahligen Exponenten g; der Exponentensatz jedes solchen 
Monoms, das in der Charakteristik wirklich auftritt, ist ein in 
vorkommendes ,Gewicht‘. Daraus geht die Richtigkeit unserer 
Bemerkung (die nicht an die Zahl » von Argumentvektoren ge- 
bunden ist) ohne weiteres hervor. 

Ist die Darstellung B insbesondere irreduzibel, der Polynomsatz 
(H,,..., H,) also das, was ich eine imvariante GrôBe : vom Typus 
ÿ genannt habe, und (4,,9,,...,9,) das hôchste in B vorkommende 


1) Acta Mathematica 48 (1926), S. 272, letzte Zeiïle von $ 3. Die Arbeit 
zitiere ich im folgenden als AM, die Formel mit dem Zeichen (F). 
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Gewicht (4=92Z...Z=g,Z0) mit der Gewichtssumme g, +9 + 
+9, =, so muB die Gesamtordnung » der Polynome Z9 sein. 
Ich benutze jetzt unseren Beweissgedanken in etwas anderer Fas- 
sung, nämlich so wie auf S.269—270 von AM. Die Darstellung 
b ist enthalten in derjenigen, nach welcher sich die Komponenten 
f, der Tensoren g* Stufe transformieren, welche symmetrisch sind 
in den Indizes jeder Zeile des Schemas J. Das Schema J besteht 
diesmal aus # Zeilen bzw. von der Länge g,,9,,...,9,. Führe ich 
wieder # kontragrediente Vektoren £,7,...,6 ein und hat Æ, die 
frühere Bedeutung, wobei nur die Zahlen 7; durch y; zu ersetzen 
sind, so gehürt zu einem derartigen Tensor | f,} der invariante Skalar 


1h = > lie 
J 


welcher homogen der g,t* Ordnung in den Komponenten von Ë, g,°* 
Ordnung in ,...,9,t* Ordnung in £ist. Durch den linearen Mecha- 
nismus, der ÿ aus der erwähnten umfassenderen Darstellung aus- 
fällt, führt jede invariante Grôe « = (1,,..,,4,) vom Typus b zu 
einem solchen Skalar f — f,;: umgekehrt entsteht aus jedem Skalar 
f, welcher die vorgegebenen Ordnungen g,,%,...,9, in Ë,n,...,6 
hat, eine invariante Grôe & vom Typus D, und wenn dieser ProzeB 
auf f, angewendet wird, führt er zu « zurück. Ausgehend von der 
invarianten GrôBe (H,,..., H,), erhalten wir für f eine Invariante, 
die-in den Ordnungen #,, Fais... las diodes. -e dE NOD RKOYA 
rianten und # kontravarianten Vektoren #,y,...,2; £,m,...,£ ab- 
hängt. Nie ist darum ein Agoregat der Fundamentalinvarianten 
von den drei Typen (&E), [xy|, [Ën]. Jedes einzelne Aggregatglied 
ist eine Invariante und führt darum zu einer invarianten GrôBe & 
vom Typus D; die gegebene ist die Summe all dieser aus den ein- 
zelnen Aggregatgeliedern entspringenden Bestandteile. Die Glieder, 
welche einen Faktor vom Typus [£y] enthalten, liefern dabei le- 
diglich den Beitrag : = 0 und kônnen daher einfach weggelassen 
werden. Denn die aus einem solchen Glied entspringende inva- 
riante Grôfie « ist bis auf vorgesetzte Faktoren vom Typus [xy] 
gleich einer solchen 


u(æ, PE) ni (sl) 


für welche die Gesamtordnung in den Argumenten +, y, ..., 2 kleiner 
ist als g (nämlich = y—2}, wenn k die Anzahl von auftretenden 
Faktoren des Typus [£r] ist). Nun verschwinden die w Polynome 
,-..,t, entweder identisch oder sie sind linear unabhängig von- 
einander, weil die von ihnen aufgespannte lineare Polynomschar 
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invariant gegenüber © und die Darstellung B nach Voraussetzung 
irreduzibel ist. Der zweite Fall ist unmôglich, weil oben gezeigt 
wurde, daf die Gewichtssumme g hüchstens gleich der Gesamtord- 
nung in den Vektoren sein kann, die hier g—2% beträgt. Wir 
kommen so für die invarianten Grôfien von gegebenem irreduziblen 


Typus b, deren Komponenten dem Polynombereich X entstammen, 
zu folgendem 


Satz 2. Von O verschiedene invariante GrüBen aus dem Polynom- 
bereich X vom Typus b existieren nur, wenn die Gesamtordnung » der 
Polynome von X nicht kleiner ist als die Gewichtssumme g des hüchsten 
Gewichts von D; und awvar mul r—g eine gerade Zahi 2h sein.  Ist 
r = g+2h, h > 0, so erscheint jede invariante Grüle der geforderten 
Art als ein Polynom h* Ordnung der sämtlichen LAN de 1) schiefen 
Produkte der Argumentvektoren x, y,...,2 mit Koeffizienten, die selber 
invariante Grüben des Typus D, aber von der Gesamtordnung qg in den 
Argumentvektoren sind. | 

Im Falle r = g verschvindet die invariante Grôbe identisch in 
den Argumentvektoren, falls sie verschwindet für die speziellen zuein- 
ander konjugierten Werte 


HIEEUC, UT NER NÉ NEIEELER 


Im Falle r=—>g ist das erwälmte Polynom h* Ordnung nur dann 
identisch O, wenn die als Koeffizienten auftretenden invarianten Grüben 
der Gesamtordnung g identisch verschvinden. 

Der auf » — 4 bezügliche Zusatz folgt wie oben daraus, daf 
ein Aggregat der GrôBen (2) identisch verschwindet, falls es für 
die speziellen Werte (1) identisch in den kontragredienten Vektoren 
verschwindet. Für den Fall 7 > g hat man zu bemerken, dañ man 
die Vektoren x,y,...,2:; Ë,m,...,6 so bestimmen kann, daf von 
den drei Matrizen 


(@E), ..., (8) | [ex], ...,[æel | [ÉÉ], ..., [é6] 


QU 
iv 


(6), .….,(e8) | [exl, ..., [221 | F8] (68 


die erste einer beliebig vorgegebenen Matrix 4,4, die zweite eimer 
beliebig vorgegebenen schiefsymmetrischen Matrix x,, gleich wird 
(a, B = 1,2,...,n) und die dritte verschwindet. Der Ansatz 


1000 RE 
y } () | En ! . 
210 0 0 il! &}, Lo S is 
LEA da @t AEA SIL RO EU 
HAS AS TA 0 0 M0 
6 5 47 A .….. lu 0 ( ne 0 


erfüllt diese Forderungen, falls 
Liu — Las = ap ist. 


Zur vollen Aufklärung der Formel (F) gilt es jetzt noch zu 
verstehen, warum im Falle > — g die Anzahl der linear unab- 
hängigen unter den invarianten GrüBen vom Typus B sich nicht 
ändert, wenn wir den 2#-dimensionalen Raum durch den #-dimen- 
sionalen, die Gruppe © durch die »#-dimensionale @ und ÿ = Dé er- 
setzen durch diejenige irreduzible Darstellung bg von G, welche 
dasselbe hôchste Gewicht wie D, besitzt. Der Zusammenhang ist 
dieser. Beschränken wir uns in unserem 2#-dimensionalen Raum 
auf die von den zueinander konjugierten Grundvektoren €,,e,,...e, 
aufgespannte #-dimensionale Nullmannigfaltigkeit #,, so bilden die 
Transformationen von Ç, welche +, invariant lassen, die volle li- 
neare Gruppe in t*,. Konstruieren wir das Substrat (p*) von D» 
wie im AnschluB an Satz 1 geschildert wurde, so gewinnen wir 
daraus das Substrat für 5, durch Beschränkung auf diejenigen 
Tensoren !p,}, für welche alle Komponenten mit einem gestrichenen 
Index verschwinden. Stellen wir uns eine invariante Grôüe G der 
geforderten Art aus einem invarianten Skalar f her, so besteht f, 
unter Fortlassung der Glieder mit Faktoren vom Typus [£»], nur 
aus den Grüfien (2), liefert also bei Beschränkung der Argument- 
vektoren %,y,...,2 auf *, eine entsprechende unter G invariante 
Grôfie «4 (die nicht verschwindet, wenn ç nicht verschwindet). 
Bei Beschränkung der Vektoren x, y, ...,2 auf +, bleiben die Kom- 
ponenten 4,,...; 4 VON natürlich nicht voneinander linear un- 
abhängig; aber die linearen Transformationen, welche in der von 
ihnen aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit induziert werden 
von den auf die Argumentvektoren kogredient auszuübenden, +, 
invariant lassenden Operationen s von GC, hängen nach dem Ge- 
sagten nur ab von demjenigen Teil von s, der t, ergreift. Indem 
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man die gleiche Methode der Zurückführung der invarianten Grôfen 
auf Skalare auch für die Gruppe 6 benutzt, erkennt man noch, 
daf 4 die sämtlichen unter G invarianten Grôfien vom Typus by 
die dem Polynombereich & entstammen, durchläuft. Damit wird 
nicht nur die Formel (F') durchsichtig, sondern zugleich der innere 
Grund für das in der Acta-Arbeit, $. 267 ausgesprochene Reziprozi- 
tätsgesetz vüllig aufgehellt. 

Unsere Entwicklungen enthalten nichts, was sich nicht sogleich 
auf die orthogonale Gruppe übertragen liefe, der eine nicht-ausge- 
artete symmetrische Form (xy) zweier willkürlicher Vektoren #, y 
zugrunde liegt. 


Neue Herleitung der Klassenzahlrelationen 
von Hurwitz und Kronecker. 


Von 
E. Hecke (Hamburg). 
Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1927. 


Hurwitz!) hat als eine besonders bemerkenswerte Anwendung 
seiner schônen Theorie der Modularkorrespondenzen die Klassen- 
zahlrelationen für beliebige Primzahlstufen aufgestellt, indem er 
zeigte, daB Summen von Klassenzahlen binärer quadratischer For- 
men mit gewissen Diskriminanten bis auf elementare Terme die 
Entwickelungskoeffizienten von Integralen 1. Gattung einer Kon- 
gruenzuntergruppe der Modulgruppe sind. Es ist auf diese Art 
ein unerwarteter und noch sehr undurchsichtiger Zusammenhang 
zwischen den erwähnten Klassenzahlen und Integralen 1. Gattung 
hergestellt. Als Beispiel für die Beschaffenheit dieser Relationen 
diene folgendes : 

Es bezeichne J{(m) die Anzahl der Klassen quadratischer ganz- 
zahliger Formen ax +bxy+zxy, welche positiv sind und die 
Diskriminante 

—m = b—-4Æac 


besitzen. Dabei werden primitive und imprimitive KFormen mitge- 
zählt, und Formen der Primitivdiskriminanten — 4 bezw. —3 sind 
sl Ferner sei g ei 
CE 4 eine 
rationale Primzahl = 2 und r, eine rationale ganze Zahl mit der 
Resteigenschaft 


mit & bezw. & zu zählen, und (0) = — 


nm) 


(2) = oder 0, ( e = — 1, 
q q 

s, = |, wenn (n, 9) = 1 

&, — 2, wenn # = 0(q). 


1) Über die Klassenzahlrelationen und Modularkorrespondenzen primzabliger 
Stufe, Ber. d. Sächs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig (1885) und: Über Relationen zwischen 
Klassenzahlen ..., Math. Ann. Bd. 25 (1885). 
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Für jeden positiven quadratischen Rest # mod. q 


ë(Q+1) > H(4n—#) = 2 D d+c,, 
din 


O<Kk<2Vn 
kR= rn(mod. q) d> 0 


wo die Folge der c, die Eigenschaft hat: 


ist eine ganze Modulform der Dimensiou —2 und der Stufe 4, 
welche in allen rationalen Punkten verschwindet. 

Ich will im Folgenden zeigen, daB diese Relationen sich aus 
einem bekannten Satz über ternäre quadratische Formen auferor- 
dentlich einfach herleiten lassen, da die €, in einem sehr an der 
Oberfläche liegenden Zusammenhang mit quaternären quadratischen 
Formen stehen. Von den quaternären Formen kommt man dann 
zu den Integralen 1. Gattung bezw. Modulformen der Dimension 
—2 vermüge der bekannten Tatsache, da vierfache Thetareihen 
solche Modulformen darstellen. 

Es bedeute «,(n) die Anzahl der Auflôsungen von 


n=+yÿ+À 


in ganzen rationalen Zahlen x, y, 2; ebenso «,(n) die Anzahl eben- 
solcher Lôüsungen von 


n = +yÿ + + ui. 
Dann ist offenbar 


(1) an) = 2 4 (nù — u?). 


Nun besteht einerseits nach Gauf ein Zusammenhang zwischen 
der Anzahl a,(n) und der Klassenzahl binärer quadratischer Formen 
der negativen Diskriminante —»# oder —4x, während andrerseits 
a,(n) durch Teilersammen von # ausdrückbar ist: 


a,(n) = 85 d. 
din 
d&0(4), 40 
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Die Verknüpfung beider Aussagen ergibt sofort eine Klassen- 
zahlrelation. Um sie aufstellen zu künnen, ist nur noch die ge- 
naue Formel für a,(x) nôtig: diese lautet bekanntlich ?): 


aç(n) = 0, wenn = 7 (mod. 8). 
aç(n) — 12 H(4n), wenn »n = 1 oder 2 (mod. 4) 
aç(n) — 6H(4n), wenn » = 8 (mod. 8) 

a,;(&n) — ag(n) für alle ganzen ». 


Die ganz elementare Rekursionsformel (1) verliert ihre formale Ein- 
fachheit, wenn man den Ausdruck von a,(») durch Klassenzahlen 
einträgt, sodaB es mir zweckmäfiger erscheint, weiterhin überhaupt 
nur mit a,(#) zu rechnen. 

Nun kann man das Bildungsgesetz dieser Formel durch Hinzu- 
nahme von Kongruenzbedingungen und Koeffizienten in mannig- 
facher Weise variieren und erhält so die Relationen hôherer Stufe: 
Seien À, B positive ganze rationale teilerfremde Zahlen. Geht 
man dann von der Form 


Q, = A +y +2)+Bu 


aus, so ist offenbar 


(2) 2 a(? ce) A 0) 


wo a(n, Q,) die Anzahl der ganzzahligen Lôüsungen %,y,z2,u von 
Q, = n bedeutet und «,(m) — 0, wenn » nicht ganz ist. w durch- 
läuft, was nicht noch besonders angeführt sein soll, alle ganzen 
Zahlen, wofür n— Bu Z0. Eine entsprechende Formel besteht, 
wenn man für die vierte Variable # noch eine Kongruenzbedingung 
nach einem beliebigen Modul vorschreibt. Endlich kann man, ohne 
den Zusammenhang mit den Klassenzahlen aufzuheben, auch für +, y, z 
noch Kongruenzbedingungen gewisser Art hinzufügen, indem man 
an Stelle von a,(n) die Anzahl der Lüsungen von 


n = +yÿ + 


wählt, wobei für x,y,2 alle diejenigen Kombinationen von Rest- 
klassen nach einem Modul N zugelassen werden, welche zur Folge 


2) Siehe etwa P. Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen I. 
Leipzig 1898, pag. 137 #. und Kronecker, Über die Anzahl der verschiedenen 
Klassen quadratischer Formen von negativer Diskriminante, Crelles Journal Bd. 57 
(1860), pag. 253. 
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baben, daf ihre Quadratsumme eine beliebig vorgeschriebene Rest- 
klasse mod. N ist. 

Alle so erhaltenen Relationen sind nach Inhalt und Beweis 
von rein arithmetischem Charakter. Will man nun die Bedeutung 
der rechten Seite von (2), welche von der quaternären Form ab- 
hängt, und deren Zusammenhang mit den elliptischen Modulfunk- 
tionen erkennen, so hat man die analytische Funktion von + 


DT 


PQ = É ame 


2 2 2 2 
es A(x?+y Le) + Bu L 
= C 


X,y,Zz,U 


heranzuziehen, wo M eine geeignet zu wählende, nur von 4, B 
und den Kongruenzbedingungen abhängende positive ganze ratio- 
nale Zahl ist. Diese vierfache Thetareihe ist dann eine ganze 
Modulform von der Dimension —2 und der Stufe M. Zu jeder 
solchen Thetareihe gibt es aber, wie ich an anderer Stelleÿ) ge- 
zeigt habe, eine lineare Kombination von p-Teilwerten der Stufe 
M, etwa P(r), derart, da8 p(r)— P(r) eine in allen rationalen 
Punkten verschwindende ganze Modulform, also ein Integral 1. 
Gattung ist. Trägt man das bekannte Koeffizientengesetz der P(r) 
ein, so ergibt sich 


RICA e(d) d+c,, 
din d 
a>—0 
Wo _. die Entwicklungskoeffizienten eines Integrals 1. Gattung 
der Stufe M sind, und die æ(a,, a;) geeignete nur von den Werten 
a,, a, mod. M abhängende Zahlen sind. 

Die einfachsten Fälle ergeben sich für À — B — 1, wenn 
man etwa noch für # eine Restklasse nach einem Primzahlmodul 
4,42, vorschreibt. Dann wird M = 44 und es entsteht in 
œ(r) eine Form der Stufe 49, 
ru | 
e : = 9,(r).9, (r). 


pr) = 
u = 7 (mod. q) 
TL, YU 


3) Theorie der Eisensteinschen Reihen hüherer Stufe... Abhdlg. à. d. Math. 
Seminar d. Hamburg. Univ. (1927). 
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Hierin sind, wie ich in einer Arbeit in dem Riemann-Band“) der 
Mathematischen Annalen zeigte, 


Anit re t AA 25, 
d, (tr) — Die = (5,01, V—4) 
X, y 
2xiT ets 
4 ES 2 5, 
= ZX ec 1 = >  ?°6,114129 
u=71(mod.q),u,2 4 mod. 2 q 


= r (mod. q) 


Formen der Stufe 4q und der Dimension —1. Dasselbe gilt auch, 
wenn wir wählen 


Q = q@+y+)+u, 


wo für « noch Kongruenzbedingungen mod. 9 zugefügt werden 
kônnen. 

Die Herstellung der Relationen genau in der Form von Hur- 
witz dürfte ziemlich mühsame Rechnungen erfordern, scheint mir 
aber auch nicht mehr so bedeutungsvoll zu sein, nachdem sich oben 
gezeigt hat, daB alles nur auf die elementare Rekursionsbeziehung 
zwischen ternären und quaternären Formen herauskommt; viel- 
mehr scheint mir jetzt die arithmetische Bestimmung von «(n, Q,) 
mittels der Theorie der Quaternionenkôürper wiünschenswert. 

Ich môüchte noch eine Verallgemeinerung der Klassenzahtrela- 
tionen mit dem obigen Ansatz erwähnen: Fügt man zu der Form 
x + y" +4 eine positiv definite Form Q,(w,,...",) hinzu, so ent- 
steht die Form 


Qus = L+Y + +Q,(u,...4) 


von Æ+3 Variabeln und in leichtverständlicher Abkürzung folgt 


daraus 
n 


Q (RO de (n — m) a (m, Q,). 


M =— 


Wählt man insbesondere auch ©, als Summe dreier Quadrate, so 
folgt 


ñn 
(3) D a(m)a,(n—m) —= a,(n), 
0 


m— 


wo a(x) die Anzahl der Darstellungen von # als Summe von 6 


4) Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen. Math. Ann. 97 (1926). 
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Quadraten ist, welche den Wert hat 
2 me 2 
a(n) = 16 YX d'sgn d—4 VE d. 


LT din 


Damit haben wir eine quadratische Klassenzahtrelation. 
Endlich kann man das Rekursionsprinzip auch für die Form 
Q, selbst anwenden und erhält 


a(n) = S'a,(n —1), 


wo a,(n) die Anzahl der Lüsungen von n — 2° +#7* bedeutet, und 
wenn man dafür den bekannten Wert einträgt, ergibt sich 


— 4 
am > (). 
d,d4 0 1 
n— d;.d, = Quadratzehl. 


Diese Formel ist deshalb vielleicht bemerkenswert, weil sie einen 
rein arithmetisch gewonnenen Ausdruck für die in a,(n) steckende 
Klassenzahl gibt, ohne wie bisher nach Dirichlet einen Grenz- 
prozef zu benutzen. 


Hamburg, 12. Februar 1927. 
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Über plasmatische Vererbung, 
sowie Plasma- und Genwirkung. 


Von 
Fritz v. Wettstein, Gôttingen. 


” Vorgelegt von A. Kühn in der Sitzung vom 25. Februar 1927. 


Die zielbewuñte Ausnutzung des Kreuzungsexperimentes hat 
uns in den Arbeiten an Drosophila die Lüsung der Lagerungsfrage 
der mendelnden Gene im Organismus gebracht. Die Beweiskette 
für die Lokalisation der Gene im Chromosom ist geschlossen und 
damit die Frage nach dem Verteilungsmechanismus und der Über- 
tragung der Gene von Eltern auf Kinder aufgeklärt. In dieser 
Richtung weiter laufende Probleme beziehen sich auf alle Folge- 
erscheinungen der Genlagerung wie Koppelung, Austausch, multipler 
Allelomorphismus, Lage bei verwandten Arten, Besonderheiten der 
Chromosomenverteilung (Oenothera), Deficiency u. a. Ihre Bear- 
beitung ist überall an den entsprechend günstigen Objekten (Dro- 
sophila, Antirrhinum, Oenothera, Crepis u. a.) in Angriff genommen. 
Wenn auch diese Einzelarbeit für die Erkenntnis des Lokalisations- 
und Verteilungs-Problems in seiner Mannigfaltigkeit noch Wesent- 
liches zu klären hat, so ist doch diese erste Stufe der Erforschung 
des (reninhaltes erreicht. 

Neue dringende Probleme harren jetzt der Lüsung, von denen 
hier zwei hervorgehoben seien, die Frage nach anderen gene- 
tischen Konstitutionselementen aufer den Genen und die 
Frage nach der Wirkungsweise der Konstitutionselemente. Die 
erste ist noch eine nach Struktur und Lokalisation, die zweite eine 
dynamische Fragestellung. Die erste kann eine Ergänzung des 
für die Gene erledigten Lokalisationsproblems bringen, die zweite 
fübrt erst zur Aufklärung des wichtigsten entwicklungsphysiolo- 
gischen Problems, der Auswirkung des Anlagenmateriales zur be- 
stimmten Eigenschaft. 

Es ist eine Sache der Definition, ob wir dieses zweite Problem 
noch als ein solches der Vererbung bezeïchnen. Definieren wir 
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Vererbung als den Vorgang, der bewirkt, daf Eltern und Kinder 
emander gleich sind, dann ist dieser Vorgang für die Gene durch 
die Lokalisation in den Chromosomen und deren Verteilungs- 
mechanismus im Wesen geklärt. Daf sich die Organismen mit ihrem 
bestimmten Anlagengehalt in charakteristischer Weise entwickeln, 
ist eine Frage, die am einzelnen Organismus losgelôst von jedem 
Veretbungsproblem untersucht werden kann und in der experi- 
mentellen Morphologie stets untersucht worden ist. Das Neue, 
das in die Entwicklungsphysiologie von der Genetik gebracht wird, 
ist die Zerschlagung und Analyse des ,Idioplasmas“ in genetisch 
faSbare Elementarelemente. Die Wirkungsweise der Gene ist also 
ein Grebiet der Pi embrnolgie, analog der Wirkungsweise 
der AuBenbedingungen. 

Als letzte Problemgruppe bleibt die Frage nach der Umände- 
rung des genetischen Inhalts, nach der Durchbrechung der Ver- 
erbung, nach den Ursachen der Evolution. Sie ist mehr denn je 
der Brennpunkt des Interesses. Soweit es sich dabei um eine Ab- 
änderung der Lokalisation und Verteilung handelt, ist sie heute mit 
Erfole anzugreifen und auch bearbeitet worden. Wenn wir das 
Problem auf die Abänderung des Konstitutionselementes selbst, also 
z. B. des Grenes, einengen, dann bleibt es vielleicht ungelüst, bis uns 
die Kenntnis ihrer Wirkungsweise auch dafür neue Angriffsmüg- 
lichkeiten bietet. 

Im Folgenden seien nur die beiden ersten hervorgehobenen 
Fragen auf Grund neuer Experimente bearbeitet, nach den Kon- 
stitutionselementen auBerhalb des Kernes und nach der Wirkungs- 
weise der Anlagen. Selbstverständlich müften bei Bejahung der 
ersten Frage, bei Feststellung genetischer Elemente auBerhalb des 
Kernes, die Beziehungen zu den Kerngenen Erürterung finden, wie 
auch die Untersuchung der Wirkungsweise der Anlagen alle gene- 
tischen Elemente berücksichtigen muf. 


Plasmatische Konstitutionselemente. 


Die Methode, die zur Analyse des Geninhaltes eines Orga- 
nismus führt, ist die ständige Beobachtung auf eintretende Mu- 
tationen und ihre Untersuchung im Kreuzungsexperiment. Wenn 
von vornherein reiche Sippenscharen vorliegen, ist das Unter- 
suchungsmaterial von Anfang an gegeben. Wie weit diese Ana- 
lysen führen, zeigt uns Drosophila, Antirrhinum oder Oenothera. 
Daf wir für jedes Einzelmerkmal, für jede Organbildung, für jede 
physiologische Eigenschaft im Genbestand mendelnde Gene an- 
nehmen dürfen, ist heute vielfach bewiesen. Es wird damit aber 
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die Frage nicht gelüst, ob diese Gene allein das Anlagenmaterial 
darstellen oder ob noch andere Elemente vorhanden sind, die dann 
in andern Zellteilen vor allem im Plasma gelagert sein müften. 

Plasmatische Vererbung wurde als rein mütterliche Vererbung 
schon vor vielen Jahren von Correns 1909 an weifbunten Mira- 
bilis-Sippen festgestellt. Ihm folgten verschiedene Autoren für die 
Vererbung weiBbunter Sippen anderer Pflanzen. Auf Grund der 
Verschiedenheit reziproker Kreuzungen kann für ÆEpilobium (Leh- 
mann 1925 und dort weitere Literatur) dasselbe angenommen 
werden. Der bekannte Fall von Maultier und Maulesel bedarf 
noch weiterer Untersuchungen. Wenn auch plasmatische Vererbung 
auf Grund reziproker Verschiedenheit nicht sehr häufig festgestellt 
wurde, so liegt doch eine Reïhe von Angaben vor. Alle diejenigen 
Fülle reziproker Verschiedenheit, die auf Grund von Vererbung im 
Geschlechtschromosom analysiert wurden, scheiden hier natürlich 
aus. Der Grund, weshalb selten deutliche plasmatische Vererbung 
zu beobachten ist, kann vielleicht darin gesehen werden, daB die 
plasmatisch bedingten Unterschiede, meist geringfügig, einer exakten 
Feststellung unzugänglich sind. Die grüberen Effekte starker 
Mutationen kônnten hier geeigneter sein. Daraus ist ein môglicher 
Weg für neue Experimente vorgezeichnet. Es müfiten Objekte 
gefunden werden, bei denen auch noch genetisch sehr weit entfernte 
Typen, vielleicht Arten, Gattungen, Familien, durch Kreuzung 
analysierbar wären. Dann kônnte es nicht nur gelingen etwa vor- 
handene grôfere Plasmaunterschiede zu fassen, sondern auch Ab- 
stufungen entsprechend der grôferen Entfernung zu erreichen. Da- 
mit aber wäre es neben der Feststellung plasmatischer Vererbung 
überhaupt auch müglich die Frage anzugreifen, ob eine natürliche 
Formenreihe von Sippen über Arten bis Familien als Unterschied 
nur eine zunehmende Anzahl von Kerngenen aufweist oder ob auch 
plasmatische Differenzen die immer stärker werdenden Unterschiede 
bedingen. 

Eine geeignete Formenreiïhe für solche Experimente wurde in 
der Moosgruppe der Funariaceen gefunden. Die Kreuzung sehr 
entfernter Typen kann hier erreicht werden. Ein ganz besonderer 
Vorteil ist auBerdem die Môglichkeit einer Haplontenanalyse. Da- 
durch konnten auch schwach lebensfähige Gonen hier noch analy- 
siert werden, die bei einer Diplontenanalyse nie erfaft werden 
kônnten, da sie keine Zygoten zu bilden vermôchten. 

Als Versuchsmaterial dienten folgende Pflanzen : 

Funaria hygrometrica in mehreren Sippen 
A mediterranea 
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Physcomitrium piriforme 
& eurystomum 
Physcomitrella patens. 

Die beiden ersten sind Arten einer Gattung, Funaria. Ihr 
verwandt ist die Gattung Physcomitrium, während Physcomitrella 
lange Zeit in eine eigene Familie gestellt wurde und jedenfalls 
von den andern Typen weiter entfernt steht. 

Die Kreuzungen konnten so durchgeführt werden, daB als 
Vater stets dieselbe Form Funaria hygrometrica Verwendung 
fand, während als Mütter der Reïhe nach die andern mit zunehmen- 
der Verschiedenheit eingeführt sind, sofern nicht beide reziproke 
Kreuzungen gelangen. So diente stets der eine Partner als gleich- 
bleibender Index an dem die andern gemessen werden konnten. 
Die Ergebnisse der Kreuzungen sollen nun der Reïhe nach kurz 
vorgeführt werden. 


A. Sippenkreuzungen von Funaria hygrometrica. 


Die Kreuzungen sind reziprok gleich. Die Haplontenspaltung 
ergab für verschiedene Merkmalspaare ungefähr das zu erwartende 
Verhältnis 1:1. 


Verhältnis der 
Aufspaltung 


Merkmal in Prozenten | Differenz 3 m 


breitblättrig (B): | 95:79 154,60:45,40) 9,20 | 11,31 
schmalblättrig (b) | | | ' 
kugelige Paraphysen(P): 98:76 156,89:43,11) 13,78 | 11,25 
zylindr. Paraphysen (p) | 
orangefarbige Kapsel(C):, 92:82 152,92:4708) 5,84 | 11,34 
ockerfarbige Kapsel (c) : | 


Tabelle je 


- Die Verhältnisse liegen hier also genau so wie in den Muta- 
tionskreuzungen von Drosophila oder Antirrhinum und Mirabilis. 
Die einzelnen Sippen unterscheiden sich in einer mehr oder weniger 
groBen Anzahl von mendelnden (renen. Eine Plasmadifferenz 
ist nicht festzustellen. Da auBerdem eine Gen-Mutation auch bei 
Funaria hygrometrica aufgetreten ist in Grestalt einer stark verkehrt- 
keiligen Kapsel bestätigt die vollständige Homologie mit den 
andern genetisch gut untersuchten Objekten und stellt damit den 
AnschluB dieser Untersuchungen an Bisheriges lückenlos her (vergl. 
F. Wettstein 1924) 
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B. Artkreuzungen: Funaria mediterranea (Me)S < F. hy- 
grometrica (Hy)6 und reziprok. 


Die weitverbreitete F. hygrometrica und die mehr südeuropäische 
F. mediterranea unterscheiden sich am Gametophyten und Sporo- 
phyten durch eine grofie Anzahl deutlicher Merkmale. Das Kreu- 
zungsprodukt zeigt schon am Fi-Sporogon die hybride Natur. Vor 
allem aber sind die reziproken Bastarde stark verschieden (Abb. 1). 
Me >< Hy & bildet kleinere, schmälere, mehr aufrechte Kapseln 
mit einem breit aufgesetzten, kegeligen Deckel. Die Färbung ist 
ein Braunrot. Das Peristom ist aus unregelmäfigen Zähñen zu- 
sammengesetzt. Das Sporogon Hy >< Me zeigt starke Dominanz 
des Hy-Typus. Es ist etwas kleiner, besitzt aber die stark hoch- 
rückig gekriümmten, aureafarbigen Kapseln von Hy mit flacherem 
Deckel und normal ausgebildetem Hy-Peristom. Diese reziproken 
Unterschiede sind aber nicht von den verschiedenen Gametophyten 
aufgeprägt, sie bleiben erhalten, ja werden noch stärker, wenn 
die aus den Sporogonen regenerierten bivalenten Bastardrassen 
verglichen werden (Abb. 1) Nie bringen vor allem wesentliche 
Unterschiede in der Blattspitze, der Blattrippe und der Paraphysen- 
ausbildung. Diese drei Merkmale sind gleichzeitig diejenigen, die 
sich in den F1-Haplonten zur Verfolgung der weiteren Aufspaltung 
als besonders brauchbar erwiesen haben. 

Die Blattspitze von F. hygrometrica ist rasch zusammengezogen 
und in ein kurzes Spitzchen vorgezogen. Bei F. mediterranea finden 
wir langgestreckte in eine lange Haarspitze allmählich verlängerte 
Blätter. Die Blattrippen gehen bei erster Art in die Spitze ein, 
bei der zweiten enden sie weit vor der Spitze. Die Paraphysen 
bestehen bei F. hygrometrica aus einer Reïhe verkehrtbirnenfôürmiger, 
im vordersten Teile kugeliger Zellen, bei F. mediterranea aus 
ovalen Zellen, die seitlich angesetzt in Form einer kurzen Spirale 
angeordnet sind. Aufer diesen drei Merkmalen finden sich noch 
sehr viele Unterschiede, die auch spaltend verfolgt werden künnen, 
doch wurden bisher nur die drei beschriebenen Merkmalspaare 
genau analysiert. 

Schon eine oberflächliche Betrachtung der Fi1-Generationen er- 
gibt auch an den Fi-Gametophyten-Scharen deutlich reziproke Ver- 
schiedenheit. Werden die drei angegebenen Merkmale genauer er- 
fabt, so zeigt aufer der reziprok verschiedenen Ausprägung, jedes 
von ihnen, in der Art des Spaltens ein anderes Verhalten. 

Betrachtet man die Rippenlänge in der Kreuzung Me >= 
Hy so finden sich nur sehr geringe Variationen der relativen GrüBe 
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Abb. 1. Reziproke Verschiedenheit der Kreuzung Funaria mediterranea x F. hy- 
grometrica an diploiden Sporogonen, bivalenten Stämmchen und Paraphysen. — 
Vergr. ca. 4x, 10 < und 120 x. 
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Rippenlänge : Blattlänge (Abb. 2). Die Rip- 
penausbildung variiert wenig um den bei 
F. mediterranea beobachteten Typus. Niemals 
treten nur einigermafen Hy-ähnliche Rippen 
auf. Die Paraphysengestalt (Abb. 2) bietet 
ein anderes Extrem. Hier spalten die beiderlei 
Eltern-Typen fast normal heraus, wenn auch 
die Hy-Paraphysen noch kleine Unterschiede 
gegenüber den Hy-ähnlichsten Bastardpara- 
physen (Nr. 1408) zeigen. Wieder anders ver- 
hält sich die Blattspitze (Abb.2). Werden die 
einzelnen Pflanzen so klassifiziert, da die 
Blattlänge zur Haarspitzenlänge ins Verhält- 
nis gesetzt wird, so erhalten wir für Me im. 
Mittel den Wert 2.47 und für y den Wert 
27.72 als Verhältniszahl. Werden daraufhin 
die gefundenen K:-Pflanzen klassifiziert, so 
finden wir folgende Reïhen (Tabelle 2). 

Betrachten wir die Verteilung der K:- 
Haplonten der Kreuzung Me >< Hy 6. Wir 
finden eine ganze Reïhe von Pflanzen mit. 
der Klassifizierung der reinen Mutter (Me). 
Unter diesen sind solche, die auch genoty- 
pisch reine Me-Typen sind wie MeHy F1 1476. 
Eine Rückkreuzung mit dem Me-Elter ergab 
für diese konstante Nachkommenschaft. Die 
Klassenfrequenz steigt weiter an bis zu 
Werten zwischen 3 und 3.5, um dann abzu- 
sinken und mit den weitesten Plusvarianten 
den Wert zwischen 7 und 7.5 zu erreichen 
(genau 7.27). Diese Werte trennt ein Ab- 
stand von 20 Klassen von den Werten des 
Vaters mit 27.72. Dem Vater ähnlichere 
Typen erscheinen nicht. 

Die reziproken F1-Pflanzen aus der Kreu- 
zung Hy >< Me 6 zeigen paralleles Verhalten. 
Das Rippenmerkmal varïiert nur wenig von 
dem Typus der Mutter Hy. Die Paraphysen 
spalten fast normal. Die Blattspitze dagegen 
erscheint wieder in der Verteilung wie sie 
Tabelle 2 wiedergibt. Die überwältigende 
Zahl der K:-Pflanzen findet sich in der 
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638 79 7408 
Abb. 2. Haplontenspaltung der Kreuzung Funaria mediterranea >< F. hygrometrica 


für die Merkmale: Blattspitze, Rippenlänge, Paraphysengestalt. — 
Vergr. ca. 10 xx und 120 x. 
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Klasse der Mutter zwischen 27 und 28. Die weitere Verteilung 
ist gleichmäfig zerstreut über die Klassen zwischen 28 und 7, 
meist mit geringer Frequenz und erreicht die Klasse zwischen 7 
und 8 mit einer Minusvariante vom Werte 7.07. Auch diesen Wert 
trennen noch 5 Klassen vom Werte des Vaters Me mit 2.47. 

Die Deutung dieses Ergebnisses kann auf dreierlei Wegen ver- 
sucht werden: 

1) Es liegt eine normale Spaltung vor, doch ist die Zahl der 
untersuchten Pflanzen zu klein und die seltenen + homozygoten 
Pflanzen sind zufällig nicht erfaft. 

2) Es liegt eine normale Spaltung vor, doch sind gewisse 
Klassen minder lebensfähig. Sie werden vorzeitig eliminiert und 
künnen aus diesem Grunde nicht erfafit werden. 

8) Es liegt eine normale Spaltung vor, die Wirkung der GCren- 
kombinationen wird aber durch eine hinzukommende Plasmawirkung 
nach dem Typus der Mutter zu abgeändert. 

Zunächst sei betont, daf die Fertilität der Sporogone eine 
hohe (bei MeHy 0°} sterile Sporen und 5.8%% abgestorbene Keim- 
linge, bei HyMe 0.32 0/,— 3.81 %0 sterile Sporen und 5.7 % abge- 
storbene Keimlinge), die Anzahl der aufgezogenen Pflanzen eine 
ziemlich grofie (Haplontenspaltung !) war (Me >< Hy mit 450, Hy >< 
Me mit 543). Danach ist Fall 1 und 2 nicht wahrscheinlich. Es 
ist auch nicht einzusehen, warum der zufällige Ausfall reziprok 
verschieden sein soll. Ebenso wenig ist mit einer schwachen Lebens- 
fähigkeit die reziproke Verschiedenheit nach Fall 2 zu deuten, es 
sei denn, da8 für die reziprok verschiedene Lebensfähigkeit ein 
Plasmaunterschied angenommen wird und dann ist Fall 3 bewiesen. 
Fall 1 und 2 sind auch darum nicht môglich, weil wir an der 
Kreuzung HyMe feststellen kônnen, da die Hy-Anlagen für Blatt- 
spitzen dominant sind. Sonst wäre die einseitige Häufung der 
Werte am Hy-Ende nicht zu verstehen. Damit müfte aber bei 
normaler Spaltung auch das gleiche für MeHy zutreffen und ge- 
rade dort die überwältisgende Mehrzahl der Pflanzen in der Ta- 
belle 2 zu finden sein, wo sie tatsächlich fehlen. Dafür reicht 
weder der Einwand zu geringer Zahlen, noch der vorzeitiger Eli- 
mination aus. Darnach ist Deutung 1 und 2 nicht müglich. Wie 
ist Deutung 3 zu beweisen? 

Der Beweis kann in folgender Weise geführt werden. Spalten 
die (Gene normal auf und erfolgt die phaenotypische Verschiebung 
durch eine spezifische Plasmawirkung, dann müssen unter den 
Plusvarianten der MeHy-Pflanzen solche sein mit Hy-Anlagen für 
das betreffende Merkmal im ZMe-Plasma und unter den Minus- 
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varianten der HyMe-Pflanzen solche mit Me-Anlagen im Hy-Plasma. 
Beide müssen rückgekreuzt mit den Vätern in diesem Merkmal 
konstant bleiben. Werden diese Varianten aber als Väter rück- 
gekreuzt mit dem als Mutter verwendeten ursprünglichen Vater- 
typus, so müssen aus dieser Kreuzung nur reine ursprüngliche 
Vaterpflanzen entstehen. Die Verhältnisse sind nach folgendem 
Schema verständlich, wobei die griechischen Buchstaben für das 
Plasma, lateinische für die Gene eingesetzt sind. 


MeMeQ < HyS ‘THyQ x Mes 
y 
MeMeHy D pd CT 
LT 
MsMe MsHy STILL nn. 
o/ \K 
S/ à 
x) À 
À + \ $ 
MeHyHy TEyAy AA ebe dr 
Ÿ 
MesHy 4 7. MeMe 


Zu dieser Beweisführung wurden die nôtigen Kreuzungen mit 
10 Plusvarianten des Blattmerkmales der Kreuzung MeHy und 5 
Minusvarianten der Kreuzung HyMe, sowie einer grôBeren Anzahl 
Typen der anderen Merkmale durchgeführt. Ein Erfolg war nur 
mit einer Pflanze aus MeMeS >< HyS F1 beschieden (Nr. 1695). 
Unter den Minusvarianten setzten die meisten schlecht oder gar- 
nicht an. Ansetzende Sporogone waren so steril, daB an eine be- 
weisende Analyse nicht zu denken war. Von den 10 Plusvarianten 
setzten drei, rückgekreuzt, nicht an, die anderen Rückkreuzungen 
mit Hy ergaben durchweg gleiche oder ähnliche Spaltungen wie 
die F1-Generation bis auf Nr. 1695 (Abb. 2). Diese Pflanze blieb 
mit dem Vater gekreuzt konstant, als Vater mit Hy als Mutter 
verbunden, ergab sie eine reine Æy Nachkommenschaft. 


So spärlich dieser Erfolg ist, so wesentlich scheint mir das 
Resultat zu sein. Es beweist;, daf für das Blattmerkmal die 
genetische Konstitution von Funaria hygrometrica und F. mediter- 
ranea verschiedene Gen-Komplexe und auferdem auch jede der 
beiden ein verschiedenes, spezifisches Plasma enthalten.  Dieses 
genetische Element des Plasmas, künftighin Plasmon genannt, 
bleibt in den weiteren Grenerationen ebenso konstant verschieden, 
wie die im Genom vereinigten Gene. Nachdem diese Verhältnisse 
für ein Merkmalspaar nachgewiesen werden konnten, dürfen wir 
wohl annehmen, daf auch für jede andere Eigenschaft neben den 
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Genen ein plasmatisches Element vorhanden ist, das mit den Grenen 
zusammen die Merkmalsausprägung bedingt. 

Von dieser Erfahrung ausgehend lassen sich an den beiden 
anderen untersuchten Merkmalspaaren, Blattrippe und Paraphysen- 
gestalt, einige interessante Feststellungen machen. Im eben be- 
sprochenen Fall der Blattspitzengestaltung kommt an einem 
Organ sowohl die Genwirkung wie die Plasmonwirkung zur Grel- 
tung. Der Phaenotypus ist ein Kompromif beider Wirkungen, 
die sich ungefähr das Gleichgewicht halten. In der Rippenaus- 
bildung tritt die Genspaltung zurück, die Variation der Fi- 
Pflanzen ist äuBerst gering (Abb. 2), aber reziprok natürlich ver- 
schieden. Im Paraphysen-Merkmal kommt fast nur die Gen- 
spaltung hervor. Es treten reine Mutter-Individuen und solche 
mit fast normalen Vater-Paraphysen auf (Abb. 2), trotzdem freilich 
auch hier schwache reziproke Verschiedenheiten vorhanden sind. 

Sind deshalb im ersten Falle keine Gene, im letzten kein 
Plasmon vorhanden? Ich glaube nicht, dafi es zweckmäfig wäre 
diese Annahme zu machen, vor allem deshalb nicht, weil geringe 
Spaltung im ersten und geringe Plasmonwirkung im zweïiten doch 
wahrscheinlich ist. Wir kämen sonst zu der Vorstellung, daf 
einzelne Merkmale nur von Grenen, andere nur vom Plasmon, wieder 
andere von beiden bedingt sind. Das wäre meiner Ansicht nach 
eine rein künstliche Scheidung, die erst noch zu beweisen wäre. 
Ich glaube eher, daf die Annahme berechtigt ist, im ersten Falle 
von einer überwiesgenden Wirkung des Plasmons über das Genom 
zu sprechen, analog der Dominanz des einen über ein anderes Gen, 
und als Antezedenz des Plasmons, Rezedenz der Gene zu 
bezeichnen. Im anderen Falle liegt Antezedenz der Gene und 
Rezedenz des Plasmons vor, die Genwirkung und damit die 
Spaltung beherrscht die Phaenotypenbildung. Es ist dies genau 
derselbe Schlufi, der von der Feststellung spaltender Gene bei 
Bastarden zur Annahme ebensolcher Gene im normalen Vererbungs- 
gang reiner Läinien führt. 

Wir erkennen also, daf bei den untersuchten Arten der Unter- 
schied der genetischen Konstitution in einer (wahrscheïnlich sehr) 
grofien Zahl von Genen besteht und in einem spezifischen Plasmon. 
Beide wirken zusammen im Gleichgewicht oder mit Antezedenz 
des einen oder des anderen Partners. 
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C. Gattungskreuzungen Physcomitrium piriforme (Pi) 
X< Funaria hygrometrica (Hy) und reziprok. 


Der eben festgestellte Unterschied der Plasmone müfte zu er- 
weitern sein, wenn es gelänge noch entferntere Typen, also viel- 
leicht Gattungen zu kreuzen. Die F:-Sporogone als Gattungs- 
kreuzung von Physcomitrium und Funaria simd mit ersterem als 
Mutter leicht zu erhalten. Die reziproke Kreuzung wurde bisher 
nur als Zufallskreuzung gewonnen. Eine weitere Analyse nach 
normalen Spaltungsmethoden ist aber hier ausgeschlossen, da die 
sehr geringe Fertilität (ca. 0.2%,) jedes weitere Vordringen auf 
diesem Wege verhindert. Trotzdem läft sich auf Grund einer 
geeigneten Klassifizierung gerade für unsere Frage einiges erreichen. 
Die vergleichend morphologische Untersuchung der Elterntypen 
ergibt eine Reïhe gut unterscheidbarer Merkmale, deren jedes einem 
Anlagenbestandteil zugeordnet sein muf. Zur Analyse künnen 
aber nur solche verwendet werden, die in der wenigen vorhandenen 
Nachkommenschaft aussetauscht anzutreffen sind. So viele Merk- 
male umkombiniert erscheinen, wenigstens so viele Gene sind 
vorhanden. In Wirklichkeit sind es natürlich viel mehr. Wir 
dürfen diese Merkmale jedoch genau so herausgreifen, wie wir bei 
der Kreuzung zweier Sippen eine beliebige Anzahl Merkmale ver- 
nachlässigen kônnen nnd nur eine bestimmte Anzahl willkürlich 
herausgegriffener einer Untersuchung unterziehen. Im vorliegenden 
Falle waren es zunächst elf Merkmalspaare, die nach diesen Kri- 
terien verwertet werden konnten: 1. Blattgestalt, 2. Blattrand, 
8. Paraphysengestalt, 4. Setalänge, 5. Kapselform, 6. Kapselfarbe, 
7. Kapselfurchung, 8. Deckelgestalt, 9. Urnenrandzellen, 10. Pe- 
ristomzellenausbildung, 11. Spaltôffnungsreihen. 

Der weitere Gedankengang war Folsender. Wenn auch viele 
Kombinationen in den sterilen Sporen der Beobachtung entzogen 
bleiben, müssen doch den Eltern gleiche Kombinationen und den 
Eltern ähnliche nach beiden Seiten hin gleich wahrscheinlich sein, 
wenn es sich um reine Genkombinationen handelt. Zum mindesten 
müssen dann + väterliche Formen ebenso leicht auftreten kônnen 
wie + mütterliche, wenn schon eine Kombination verschiedener 
Pi- und Hy-Anlagen zu keiner Lebensfähigkeit führen würde. 
Fehlen aber die väterlichen Formen, dann muB eine einseitige 
Wirkung durch das Plasma auch hier ausgeübt werden, die mit 
der früher besprochenen in eine Linie zu bringen ist. 

Das Ergebnis, der nach diesen Uberlegungen durchgefiührten 
Untersuchung, ist in Tabelle 3 zusammengefafit. Die Anordnung 
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ist so getroffen, daB von links nach rechts die Zahl der Pi-Merk- 
male ab, die der Hy-Merkmale zunimmt. 


bivalente Gonen Hy >< Pi — — — — — — — — 1 — — — 

univalente Gonen Hy< Pi — ——— — — — — — — 1pS2 

bivalenñte Gônen Pis Hy " 16° 3048 3022 

univalente Gonen Pi><Hy 57 4 8 2 2 2 — — — — — — 

Pi-Merkmale 1110 "9, 827000 RTS] 

Hy-Merkmale 01 2 SCO ARS CR IOBIEE 
Tabelle 8. 


Es traten viele reine Mutter-Individuen und mutterähnliche 
Pflanzen auf. Je mehr die Klassen an Merkmalen des Vaters ent- 
halten, umso geringer ist ihre Frequenz, um bei dem Verhältnis 
b:6 mütterlicher zu väterlicher Merkmale auf Null zu sinken. 
Dabei sei betont, daf die gesamten Gonen (Sporen) einer Kapsel 
angebaut wurden, es waren also sicherlich ebensoviele reine 
Hy-Gonen im Sporenmaterial wie Pi-Gonen. Ein zu- 
fälliges Ausscheiden kommt auf keinen Fall in Frage! Das Fehlen 
der vaterähnlichen und Vater-Pflanzen kann nur darauf zurück zu 
führen sein, daB die + väterlichen, also mit Hy-Genen ausgerüsteten 
Kerne deshalb nicht erscheinen, weil diese Kombinationen mit dem 
überall gleichen Pi-Plasmon nicht lebensfähig sind. Durch unregel- 
mäfige Reduktionsteilungen entstehen aufer normalen Sporen auch 
solche mit hüheren Chromosomenzahlen (+ bivalente Gonen). Sie 
sind in der Tabelle 3 getrennt aufgeführt. Man erkennt, daf sie 
ein Stück weiter gegen die Hy-Seite zu finden sind, in den Klassen 
mit grôBerem Übergewicht der Vater-Merkmale. Dies ist leicht 
verständlich. In solchen Gonen ist die Müglichkeit gegeben, daf 
neben einem Pi-Genom, das die Lebensfähigkeit bedingt, noch 
mehrere Hy-Chromosomen vorhanden sind. Sind in ihnen Hy-Grene 
lokalisiert, deren Wirkung dominant ist, dann werden äuferlich 
mehr Hy-Eigenschaften erscheinen. 

Vom reziproken Bastard konnten aus einem Sporogon nur 
wenige Gronen aufgezogen werden. Sie aber zeigten das erwartete 
Verhalten. Es traten nur + Hy-ühnliche Pflanzen auf. Das Plas- 
mon stammte von F'unaria und nur dieser ähnliche Genome sind 
darin lebensfähig. Trotz der wenigen Pflanzen erscheint das Er- 
gebnis vollständig eindeutig. 

Konnten wir für die beiden Funaria-Arten zwei verschiedene 
Plasmone erkennen, mit denen die ausgetauschten Genome noch 
vollständig lebensfähig und wirkungsfähig waren, so müssen wir 
für die beiden Gattungen Funaria und Physcomitrium so stark ver- 
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schiedene Plasmone annehmen, da nur mehr die + gattungseigenen 
Genkomplexe lebensfähig sind. In beiden Kreuzungen finden wir 
nur matrokline Nachkommen. Im mütterlichen Artbastard sind 
aber die Vatergenome vorhanden; die sie enthaltenden Pflanzen 
sind phaenotypisch durch die Plasmonwirkung abgeändert. Der 
vorliegende Gattungsbastard zeigt matrokline F1-Generation, weil 
die Vater-Kombinationen tatsächlich fehlen. 


D. Sub-Familienkreuzungen: Physcomitrella patens 
(Ph) >< Funaria hygrometrica (Hy) und Physcomitrella 
patens (PR) < Physcomitrium eurystomum (E). 

Als letzte Stufe dieser Formenreihe wurden die Bastarde von 
Pflanzen untersucht, deren Verschiedenheit so groB ist, daf sie 
früher in zwei verschiedene Familien gestellt wurden. Man ver- 
einigt sie wohl besser in einer einzigen, doch stehen sie sich inner- 
halb dieser sehr ferne. Die Konstitutionsunterschiede sind wohl 
von derselben Kategorie wie in den bisherigen Kreuzungen, nur 
die Stärke der Unterschiede ist gesteigert. Aus den Sporogonen 
Physcomitrella patens S >< Funaria hygrometricaS konnten nur 7 
Pflanzen erhalten werden, doch waren bemerkenswerter Weise 
auch nur mütterliche oder mutterähnliche darunter. Niemals traten 
vaterähnliche Individuen auf. Für uns besonders wichtig erscheint 
die Kreuzung Ph. eurystomum >< Physcomitrella patens 8. Hier ge- 
lang es aus den Bastardsporogonen einzelne Sporentetraden zu 
isolieren, also die 4 Sporen einer Reduktionsteilung zu erfassen. 
Unter ihnen waren solche, wo zunächst alle 4 Sporen einer Te- 
trade keimten. Bald starben aber 2 der Keimlinge ab, und nur 
2 entwickelten sich weiter zu reinen Mutter-Pflanzen. Der Ba- 
stardkern bestand aus einem Vater- und einem Mutter-Genom, ge- 
lagert in einem Mutter-Plasmon. Durch die Reduktionsteilung 
werden die Anlagen aufgeteilt. Bei manchen Reduktionen werden, 
die Genome glatt auseinander gelegt. Sind zwei davon Mutter- 
genome, muBten die andern beiden, absterbenden, Vater-Grenome sein. 

Damit war das erste Ziel erreicht. An einem natürlichen 
Formenkreis konnte ermittelt werden, daf die Unterschiede von 
immer stärker verschiedenen Formen auf zweierlei genetischen Ur- 
sachen beruhen, auf einer wohl immer grüBeren Zahl verschiedener 
mendelnder Gene und ebensosehr auf einem immer stärker ver- 
schiedenen Plasmon. Die Verschiedenheit des letzteren äufert sich 
zunächst durch matrokline Merkmalausbildung, bei noch stärkerer 
Verschiedenheit in letaler Wirkung mit dem fremden Gen-Komplex. 

Nun bleibt noch ein Bedenken zu zerstreuen. Wir kennen 
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Fälle von Nachwirkungen der Mutter auf die Kinder, die in der 
ersten Generation nachweïisbar sind, dann sich aber verlieren und 
nicht als spezifisch erbliches Gut im Plasma angesprochen werden 
künnen. Ahnliches kônnte hier vorliegen. Auch ist es gut müg- 
lich, daB das Plasma durch den Einfluf des Kernes, unter dem es 
durch viele Generationen hindurch steht, bestimmte Ausprägung 
erhält. Sie läft es nicht zu, daB sofort ein anderer Kern mit ihm 
in Wirksamkeit tritt. Doch kônnte diese Ausprägung unter dem 
Einfluf eines andern Kernes wieder in dessen Richtung umgeformt 
werden. Auch dann hätten wir nur eine längere Nachwirkung 
des mütterlichen Kernes vor uns. 

Um diese Eimwände zu prüfen, wurden die weiteren Kreuzungs- 
generationen verfolgt. Diese weitere Untersuchung konnte bisher 
nur an der Verbindung Physcomitrium piriforme >< Funaria hygro- 
metrica durchgeführt werden. Für die andern verbot es der Raum- 
mangel im Gôüttinger Gewächshaus und leider für die Verbmdung 
Me >< Hy die grofie Empfindlichkeit der Me-Pflanze, die fast alle 
Pflanzen dieser Versuchsreihen zum frühen Absterben brachte, sodaf 
diese wichtigen Versuche nochmals neu aufsenommen werden müssen. 

Dreierlei Wege konnten hier zum Ziele führen. Entweder 
wurden diejenigen Fi-Pflanzen in ihren Nachkommen immer weiter 
gezüchtet, die relativ am meisten Vater-Eigenschaften zeigten. 
Oder es wurden die herausspaltenden Mutter-Individuen stets neu 
mit reinem y rückgekreuzt oder man überlastete das fremde 
Plasma durch Einlagerung mehrerer fremder Genkomplexe unter 
gleichzeitiger Anwesenheit eines arteigenen. Daf dies müglich 
ist, davon soll später gesprochen werden. Der erste Weg kônnte 
eine allmähliche Selektion vaterähnlicher Pflanzen bewirken. Der 
zweite kôünnte die Umprägung des Plasmons durch stets frische 
Einwirkung fremder Genome erreichen, der dritte durch dauernde 
Envwirkung quantitativ gesteigerter Genmengen. 

Der erste Weg ist unmôglich, da gerade diese Pflanzen stets 
vollständig steril sind. Der zweite Weg wurde begangen, gegen- 
wärtig wächst die 4 Generation heran. Bis zur F3 war kein Er- 
folg in einer Abänderung des spezifischen Plasmons zu erreichen. 
Der dritte Weg führte zum Aufbau von PiHyÿ-Individuen. Ein 
Erfolg ist auch hier bisher nicht erreicht. 

Die Plasmone sind also, — soweit die Versuche dies jetzt 
auswerten lassen —, bislang vollständig unverändert und unbeein- 
fufbar, spezifisch verschieden geblieben. Eine abklingende Nach- 
wirkung im bezeichneten Sinne kommt nicht in Betracht. Dadurch 
ist auch dieser Einwand widerlegt, denn wenn durch noch länger 
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dauernde Einwirkung eine Abänderung des Plasmons erzielt wird, 
gehôürt dies bereits in die Kategorie der Durchbrechung der Ver- 
erbung, parallel der Abänderung eines Gens durch Mutation. 
Auf diese Weise ist aber festgestellt, daB in den untersuchten 
Moosformen der Konstitutionskomplex aus spezifischen Kerngenen 
und spezifischem Plasmon besteht. Ich müchte annehmen, daf dies 
auf alle andern Organismen zu tüibertragen ist. Treten die Plas- 
mone bei Sippenbastarden nicht hervor, so beweist dies nur, daf 
das Plasmon beider Eltern gleich ist, nicht aber, daf keine gene- 
tischen Elemente im Plasma vorhanden wären. Die Versuche sollen 
fortgesetzt und vertieft werden. 


2. Gen- und Plasmawirkung. 


Wenn im Vorhergehenden der Beweis versucht wurde, da die 
genetische Konstitution nicht nur aus Kerngenen besteht, sondern 
daf auch im Plasma ein wesentliches genetisch-spezifisches Element 
vorhanden ist, dann bleibt zur weiteren Analyse des plasmatischen 
Elementes zunächst nur das Studium der Wirkung übrig. Es darf 
vielleicht erhofft werden, daf bei genauer Analyse der Wirkungs- 
weise die Einheit des Plasmons weiter zerschlagen werden kann. 
Eine Analyse, wie sie für die Gene durch die eigenartigen Ver- 
teilungsprozesse der Reduktionsteilung ermôglicht ist, bleibt für 
das Plasmon, soweit sich derzeit absehen läfit, ausgeschlossen. Umso 
wichtiger ist die genaue Analyse der Wirkungsweise aller gene- 
tischen Elemente, denn nur so kann ein weiteres Eindringen nicht 
nur in die Konstitution des Plasmas, sondern vor allem auch in 
das Wesen der Gene erreicht werden. 

Es hilft hier gar nichts, wenn wir mit noch so geistreichen 
Hypothesen das Wirken der Erbsubstanzen uns verständlich zu 
machen suchen. Ein wirklicher Fortschritt kann nur in kleinen 
Schritten gewonnen werden, in induktiver Experimentalarbeit ähn- 
lich wie um die Jahrhundertwende der klassische Mendelismus auf- 
gebaut wurde. Sonst laufen wir Gefahr in vormendelistische Ar- 
beitsweise zu verfallen. 

Der erste derzeit mügliche Schritt ist die Untersuchung der 
Wirkung quantitativ abgestufter Anlagenmengen. Die willkür- 
liche Abänderung der Anlagenmengen bietet die Môg- 
lichkeit, die Wirkung dieser Quantitätsveränderung 
genau zu untersuchen. Erst nach Kenntnis dieser Wirkungen 
dürfen wir darangehen, anscheinende quantitative Wirkungsstufen 
in Analogie auf abgestufte Genmengen zurückzuführen, wobei 
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dies stets ein AnalogieschluB bleiben wird. Hier sollen einige 
Experimente geprüft werden, die stets von willkürlichen Unter- 
schieden der Genquantitäten ausgehen. Für die Wirkungsweise 
dieser verschiedenen Anlagenmengen sind viererlei Môglichkeiten 
geseben, die untersucht werden müssen.  Zunächst ist die Wirkung 
verschiedener Anlagenmengen allein im eigenen Plasmon zu prüfen, 
also an reinen Linien (1a) oder in Verbindung mit einem Gen- 
partner im eisenen Plasmon (an Sippenbastarden) (1b). Andrerseits 
muB ihre Wirkung allein im fremden Plasmon (2a) und in Ver- 
bindung mit einem Genpartner im fremden Plasmon (2b) unter- 
sucht werden. Von diesen Môglichkeiten konnten bisher Fall 12, 
1b und 2b untersucht werden, für Fall 2a waren Bemühungen 
bisher ergebnislos. 

Zunächst seien einige kurze Vorbemerkungen gestattet. Am 
elegantesten wäre die Arbeit, wenn es gelänge, die einzelnen 
Gene quantitativ abzuändern. Dieser Weg ist heute experimentell 
nicht gangbar. Die andere Môglichkeit besteht in der Abänderung 
eines ganzen Grenomes. Vermehrung einzelner Chromosomen bringt 
mehr Stôrungen in das gesamte Gleichgewicht der Wirkungen als 
gleichmäBige Abänderung des ganzen Grenomes. Auferdem kann 
die Vermehrung der ganzen Genome aus den natürlichen Gene- 
rationswechsel- Vorgängen hergeleitet werden, während die Ver- 
mehrung einzelner Chromosomen nur durch grobe, vielleicht schädi- 
gende Einflüsse erzwungen werden kann. Aus diesen Gründen 
wird hier nur mit Vermehrung der ganzen Genome gearbeitet. 

Zur Untersuchung der Wirkung einzelner Gene bei Sippen- 
bastarden mit einem oder wenigen Allelomorphenpaaren kann diese 
Methode ausreichende Ergebnisse liefern. Die betreffenden Allelo- 
morphen werden quantitativ vermehrt. Ihre Gesamtwirkung läBt 
sich aber ausschalten, durch Vergleich der Quantitätsstufen gleicher 
Quantität untereinander. Es kann ein solcher Vergleich die spezi- 
fische Wirkung der vermehrten Einzelgene rein herausarbeiten. 
Sind die Genome stark verschieden wie in unseren Gattungs- 
bastarden, dann sind au$er der vermehrten Wirkung jener Gene, 
die an einem Merkmal gerade studiert werden, auch noch alle 
anderen vorhanden, die jetzt alle + verschieden sind und auch auf 
das betreffende Merkmal Einfluf haben kônnen. Doch glaube ich, 
daf diese Fehlerquelle mehr in dem Sinn zu werten ist, daB wir 
dadurch môglicherweise eine Komplexwirkung mehrerer Gene vor 
uns haben, statt einer Einzelgen- Wirkung. Nachdem es aber zu- 
nächst auf die grofen Züge im Studium der Genwirkung ankommt, 
mag diese Unterscheidung zunächst vernachlässigt werden. 
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Um auch Fernerstehenden den Hergang der Versuche zu ver- 
mitteln, sei kurz der Gang der Experimente geschildert, der zum 
Aufbau der verschiedenen quantitativ abgestuften Systeme führt. 
Von jedem Moos ist eine haploide Ausgangsform vorhanden, der 
Gametophyt. Die aus der befruchteten Eizelle entstehenden Sporo- 
phyten sind aus diploiden Zellen zusammengesetzt. Sie zeigen die 
Fähigkeit der Marchal’schen Aposporie, das heifit, sie bilden 
unter geeigneten Bedingungen Protonema und diploide Gameto- 
phyten und daraus tetraploide Sporophyten. Auf diesem Wege 
kônnen stets n, 2n, 3n, 4n... Reïhen aufgebaut werden mit eben- 
soviel Grenomen und Gen-Quantitäten. Die ungeraden werden durch 
Bastardierung gerader Systeme mit Haplonten usw. erhalten. Durch 
weitere Bastardierung entstehen die Systeme n,n,, 2n,n,, n,2n,, 
3n,n,, 2n,2n,, n,3n, usw. Durch Kreuzung von Sippen mit ver- 
schiedenen Plasmonen kônnen diese Genomkombinationen in be- 
stimmte Plasmone eingelagert werden. Als Eigenschaften, die für 
diese Untersuchungen besonders brauchbar sind und darum hier 
besprochen werden, wurden ermittelt: Zellgrôke, Paraphysengestalt 
und Peristomausbildung. Auch an vielen anderen konnten ähnliche 
Beobachtungen durchgeführt werden, doch seien nur die besten 
hier angeführt. Als Versuchspflanzen wollen wir nur Funaria 
hygrometrica, Physcomitrium piriforme und Physcomitrella patens in 
Betracht ziehen. 


A. Zellgrüken. 


Die bestimmte ZellgrôBe ist ein grundlegender Faktor für jede 
Organbildung. Solange wir die Abhängigkeit dieser Grôfe von 
äuBeren und genetischen Bedingungen nicht restlos erfafñit haben, 
werden wir auch kein volles Verständnis für die Formgestaltung 
erlangen. Entsprechend der grundlegenden Bedeutung dieses Fak- 
tors wurde er auch hier in der Besprechung vorangestellt, wenn 
auch eine Aufklärung der Abhängigkeitsbeziehungen der ZellgrüBen 
von der Wirkungsweise genetischer Elemente noch nicht erzielt 
wurde. Wir brauchen aber die bisher ermittelten Ergebnisse, wenn 
wir zu einem Verständnis der Befunde an Paraphysen und Peristom 
kommen wollen. 

Jede der behandelten Moosformen hat an der haploiden Pflanze 
eine bestimmte charakteristische ZellgrôBe unter bestimmten Aufen- 
bedingungen. Es ist eine bekannte Tatsache, daf bei Verdoppelung 
des Genoms zur diploiden Rasse eine VergrüBerung des Zell- 
volumens eintritt (Kernplasmarelation!). Werden die Genome weiter 
vermehrt auf 3n und 4, so erfolgt ein weiteres starkes Ansteigen 
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der Volumina entsprechend einer Exponentialfunktion von der Form: 


Hier bedeutet v, das für jede Sippe charakteristische Anfangs- 
volumen, v, das jeweils erscheinende Volumen bei ansteigender 
Grenomanzahl und x eine Konstante, die man erhält, wenn man 


72 berechnet und die gleichfalls für jede Sippe charakteristisch ist. 
Die Volumenveränderung, meist VergrôBerung, entsprechend der 


gegebenen Gleichung tritt bei jeder bisher untersuchten Form ein. 
Sie kann als der Ausdruck der vermehrten Wirkung der verviel- 
fachten Genome, der Wirkung sämtlicher vermehrter An- 
lagen für alle Lebensprozesse in der Zelle aufgefañit werden. 
Aufer dieser Gesamtwirkung der Genome kommt aber noch eine 
spezifische Wirkung einzelner Gene hinzu. Es ist die Wirkung, 
die sich in der spezifischen Konstante x ausdrückt. Die Gesamt- 
volumenänderung bedingt das ganze Genom, den Grad dieser Ver- 
änderung aber die Konstante x, die von bestimmten spaltenden An- 
lagen abhängt. An reinen Linien sind diese beiden Wirkungen 
nicht zu trennen, ein Vergleich verschiedener Sippen läft sie beide 
klar herausstellen und die spezifische Genwirkung in einem be- 
stimmten x charakterisieren. So hat Funaria hygrometrica Sippe IT 
ein x — 1.76 Physcomitrium piriforme x — 1.98, Physcomitrella pa- 
tens x — 3.94. Auch die verschiedenen Sippen von Funaria hygro- 
metrica zeigen verschiedene x, die spaltenden Anlagen zugeordnet 
werden kônnen. Leider lieBen sich aber noch immer keine Zahlen- 
verhältnisse ermitteln, die eine klare Zuordnung zu einer bestimmten 
genetischen Grundlage ermüglichen. Jmmerhin lassen die Befunde 
die wichtige Trennung zwischen Gesamtgenomwirkung und Einzel- 
gen-Wirkung erkennen. 

Kreuzen wir zwei Sippen von Funaria hygrometrica mit gleichem 
Plasmon und fast gleichen Genomen, die nur durch wenige #-An- 
lagen unterschieden sind, so dürfen wir folgendes erwarten. Die 
fast gleichen Genome summieren sich, wie die verdoppelten an 
reinen Linien, zur Gresamtgenomwirkung, zur VolumsvergrôBerung. 
Die #-Anlagen werden sich zu einer Resultierenden zusammenfinden. 
Es wird also eine Volumsveränderung wie bei reinen Linien ein- 
treten, nur der Grad der Ânderung wird vom KompromiB der 
Einzelgenwirkung abhängen. Der erste Teil dieser Erwartung 
kann bestätigt werden. Die Zellvolumina von Sippenbastarden 
steigen ebenso an wie die reiner Linien. Die genaue Feststellung 
der zweiten Bedingung scheitert vorläufig an den variablen Aufen- 
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bedingungen, welche die Messungswerte zu unregelmäfig gestalten. 
Hier müssen weitere Untersuchungen einsetzen. 
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Abb. 5. 

Gehen wir zu Bastarden entfernterer Formen über, so haben 
wir in Hy >< Me einen Typus vor uns mit verschiedenen Genomen 
und Plasmonen. Erstere sind mit letzteren wechselseitig voll lebens- 
und. entwicklungsfähig. Wie stark die Genome in Hinblick auf 
die ZellgrôBenveränderung verschieden sind, läft sich nicht an- 
nähernd bestimmen und darum auch nicht feststellen wie die Einzel- 
wirkung sich äufert. Daf aber die Gesamtgenomwirkung beider 
Partner noch im gleichen Sinne läuft ergibt sich daraus, daf ein 
Ansteigen der Volumenzunahme ähnlich eintritt wie bei reinen 
Linien oder Sippenbastarden. Der Grad des Ansteigens scheint 
abweichend zu sein, doch läft sich auch hier diese Unbekannte erst 
ausschalten, wenn konstante Aufenbedingungen im Experiment er- 
zielt sind (Abb. 3). In einem wechselseitig wirkungsfähigen Plas- 
mon-Grenom-Komplex saummiert sich die Gesamtgenomwirkung. Die 
Einzelgen-Wirkung bleibt unbekannt. 
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Betrachten wir die dritte Gruppe von Bastarden, vielleicht 
Pi>< Hy und Ph>x Hy, so sind diese charakterisiert durch ver- 
schiedene Plasmone und Genome, die wechselseitig nicht wirkungs- 
fähig sind. Wieviel der unterschiedlichen Gene den x-Genen der 
Funaria-Sippen entsprechen, ist unbekannt. Gesamtgenomwirkung 
und Einzelgenwirkung kann nicht unterschieden werden. Trotzdem 
läft sich gerade hier eine wichtige Tatsache ableiten. Betrachten 
wir die Volumszunahme dieser Bastardrassen an PiHy, Pÿ Hy, 
Pis Hy* oder PhHy, Pl? Hy°, Ph‘ Hy‘, PX$ Hy°, so erkennen wir (Ab- 
bild. 3), da die Volumszunahme nicht nach der Gleichung für 
reine Länien, Sippen und Plasmon-ähnliche Bastarde stets ansteigend 
erfolgt, sondern daf sie mit zunehmender Genommenge immer ge- 
ringer zunimmt und sich allmählich einem Grenzwert (Volumszu- 
nahme — 0) nähert. Je mehr Genome vereinigt sind, umso ge- 
ringer ist die Volumszunahme, bis diese schliefilich überhaupt ge- 
hemmt ist. Auch die Gesamtgenomwirkung ist hier anders, nicht 
nur die môgliche Einzelgenwirkung. Die beiden Grenome summieren 
sich nicht mehr in der Wirkung, sondern hemmen sich zuerst wenig, 
dann immer stärker bis zur vülligen Wirkungslosigkeit. Ich glaube 
nicht, dafi der Unterschied zwischen diesen Systemen und den 
bisher besprochenen nur darin beruht, daB eine noch grüfere An- 
zahl von Genen verschieden ist. Der wesentliche Unterschied 
scheint mir im Verhalten dieser Grenome dem Plasmon gegenüber 
zu liegen. Die Genom-Plasmon-Komplexe sind wechselseitig nicht 
mehr lebensfähig und wirkungsfähig. In dem Moment, wo das 
eine Genom nicht mehr allein lebensfähig ist, ist die Wirkung der 
beiden Genome mit demselben Plasmon entgegengesetzt und 
hemmend. 

Wir fassen zusammen: Die Zellgrôfien reiner Linien, von 
Sippenbastarden und Plasmon-ähnlichen Bastarden 
steigen nach einer Exponentialgleichung mit zunehmendem Zuwachs 
an. Die Zunahme wird durch die Summierung der Wirkung 
gleicher oder plasmonähnlicher Genome bedingt. Den Grad der 
Zunahme reguliert die Wirkung einzelner Gene. Die ZellgrôBen 
von plasmonfremden Bastarden steigen mit stark abnehmen- 
dem Zuwachs an bis zur Zuwachsgrôe ,Null“. Die Grenome wirken 
aufemander hemmend ein bis zur vollständigen Hemmung bei hoher 
Grenomzahl. Die Wirkung der Einzelgene ist unbekannt. 


B. Paraphysen. 


Ausgerüstet mit der Kenntnis über die Volumsverhältnisse 
der verschiedenen Systeme, wollen wir jetzt an die Betrachtung: 
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Abb. 4 Paraphysen der polyploiden Reihen von Funaria hygrometrica globosa, 
cylindrica und globosa X< cylindrica. — Vergr. ca. 120 x. 
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der vermebrten Wirkung der Einzelgene und Plasmone gehen. Am 
besten hierzu würde sich wohl ein quantitativ gut faBbares Merkmal 
eignen, doch fand sich vorläufig keines, das für Messungen be- 
sonders geeignet wäre. Ich glaube aber, da die qualitativen, die 
hier besprochen sind, sich so charakteristisch verhalten, daf wir 
‘aus ihnen die nôtigen Ergebnisse ableiten kônnen. Abb. 4 und à 
bringen die hierher gehôrigen Zeichnungen. 


Es handelt sich um die Paraphysen der reimen Linien und 
Bastarde zweïer Sippen von Funaria hygrometrica (P und p) sowie 
von Physcomitrium piriforme (Pr). Die Gene P und p spalten mo- 
nohybrid, Py, und P# sind Komplexe. Auferdem macht sich auch 
an den-Paraphysen die Wirkung von Ili, dem Plasmon von PA. 
piriforme geltend. 


Die Paraphysen von Funaria hygrometrica, Rasse II, (P) be- 
stehen aus 6 Zellen, die perlschnurartig aneinander gereïht sind. 
Die Endzelle ist kugelig, die Stielzellen verkehrt — birnenfôrmig. 
Wie verhalten sich die diploiden Rassen in diesem Merkmal, also 
die PP, PPP und PPPP-Paraphysen? Die GrôBenverhält- 
nisse kônnen aufer acht bleiben, da wir sehen, da die Zellen in 
bestimmter Weise ihr Volumen ändern. Die Gestalt der PP- 
Paraphysen ändert in der Weise ab, daf die Endzelle gebuchtet, 
vorgezogen und eingedellt wird. Die Einschnitte zwischen den 
Zellen werden noch spitzer und tiefer. Diese Ausbildung wird 
an P° noch gesteigert, die stark aufgeblasenen Endzellen werden 
vielfach seitlich angesetzt. Die P*-Paraphysen zeigen Anschwellung 
und Buchtung auch an der 2.—3. Zelle, es werden Kôpfchen aus 
aneinander vorbei gleitenden Zellen gebildet. 


Die p-Paraphysen der Sippe VI bilden auch bis zu 6 Zellen, 
sie sind aber nicht rundlich gegeneinander abgesetzt, sondern 
grenzen mit breiten Trennungsflächen aneinander. Die zylindrischen 
Stielzellen schliefen mit einer schwach halbbirnfôrmigen Endzelle 
ab. Eine Steigerung der Gen-Anzahl führt zu geringer Abände- 
rung der Form. Vielfach wird die Endzelle länger an pp-Pflanzen. 
Die p°-Typen zeigen gleiche Anordnung, nur auch da mitunter 
Tendenz zu seitlichem Ansatz. Die p*-Pflanzen konnten bisher 
nicht zur Paraphysenbildung gebracht werden! 


Die Wirkung bei gesteigerter Anlagenmasse ist bei P viel 
stärker, bei p von geringerem Grade in beiden Fällen aber deutlich : 
unterschieden. AuBerdem zeigt sich eine den Funaria-Sippen inne- 
wohnende erst an polyploiden Rassen erscheinende Tendenz zum 
seitlichen Ansatz der Zellen. 
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Wie verhalten sich nun die kombinierten Systeme von P und 
p im eigenen Plasma von Funaria hygrometrica. Es lieBen sich die 
Pflanzen Pp, PPp, Ppp, PPPp, PPpp, pPPP erwarten. Nur die 
ersten drei konnten bisher zur Paraphysenbildung gebracht werden. 
Sie lassen erkennen, daf P über p dominant ist, die Pp-Paraphysen 
smd den homozygoten PP-Formen sehr ähnlich. Ein Vergleich der 
Paraphysen PPp und Ppp zeigt aber, daB hier bereits der schônste 
Wirkungsgegensatz vorhanden ist. Erstere sind P-ähnlich, letztere 
reine p-Paraphysen. Ist uns ersteres nicht wunderlich, da bereits 
Pp-Paraphysen die Dominanz von P hervortreten lie, so ist 
letzteres besonders wichtig, denn wir erkennen daraus, da es in 
diesem Falle vollauf genügt, um volle Dominanz des früher Re- 
zessiven zu erhalten, wenn das rezessive Gen zum Dominanten im 
Verhältnis 2:1 gebracht wird. Die Merkmalsausbildung folgt hier 
im gleichen Plasmon vollständig proportional der Anlagenquantität, 
Wir wollen besonders unterstreichen, daf hier vüllige Domi- 
nanz des normal rezessiven Genes erreicht ist. 

Bringen wir aber diese Gene, die eben rein nach Quantität 
gewirkt haben, in ein fremdes Plasmon, so ändern sich die Ver- 
hältnisse. Es ist dies môglich durch Einkreuzen von Hy in Pi. 
Dadurch entstehen Pflanzen mit Plasmon I1i und Genomen Pi Hy, 
Pë Hy, PiHy, Pi Hy, P*Hy‘, PiHy, PiHy. AuBerdem ist der 
reine Stamm IliPi vorhanden und IiP®, IiP® IP“. IliHy ist 
dagegen nicht lebensfähig. 

Betrachten wir zunächst die reinen Linien Pi, Pÿ, Pi, Pi, 
Die haploiden Paraphysen zeigen schmale, schlanke Stielzellen mit 
einer grofen verkehrt-birnférmigen keuligen Endzelle. Die Wirkung 
an P& ist stark, die Endzelle wird zu einem langkeuligen Gebilde. 
Bei Pi° und P# greift diese Keulenentwicklung oft auch auf die 
zweite Zelle über, sie erreicht in P# ihr Maximum, wobei hier 
nicht selten auch seitliche Auswüchse ausgestülpt werden. Die 
Wirkung vermehrter PA-Wirkung äubert sich vor allem in der 
Tendenz zur langkeuligen Ausbildung der Endzelle. Seitlicher 
Ansatz der Zellen tritt nicht hervor. 

Die Bastarde konnten alle zur Paraphysenbildung gebracht 
werden und zeigen sehr klare Verhältnisse. Die diploiden Pflanzen, 
sind intermediär gebaut. Die Endzelle ist schwach rundlich-keulig, 
die Stielzellen werden etwas angeschwollen. Pÿ Hyÿ° zeigt schwache 
Dominanz von Hy. Rundliches Anschwellen aller Zellen, seitlicher 
Ansatz weisen auf die Wirkung von Hy. Pi Hy* bildet monstrôüse 
Paraphysen, eine Analyse der Formgestalt ist nicht müglich. Wir 
haben also in den Gengruppen Px, und P# eher eine Dommanz 
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von Py, vor uns, zum wenigstens ein intermediäres Verhalten. Wir 
dürfen nach früheren Erfahrungen erwarten, daf jedenfalls PiHy 
und PiHy* volle Dominanz und damit phaenotypisch Hy° und Hy‘- 
Ausbildung zeigt. P# Py und P# Hy müfiten mehr Pi- Âhnlicheit 
oder reine Pi-Ausbildung entstehen lassen. Für letzteres trifft 
dies vollauf zu. PiHy* und PiHy dagegen zeigen durchaus nicht 
die Hy-Ausbildung. Anklänge daran finden sich in typisch seit- 
lichem Zellenansatz und elliptischer Zellenausbildung. Vom Hy° 
oder Hy‘-Typus trennt sie aber ein weiter Abstand. Ja, je mehr 
wir bei PiHy eine gesteigerte Wirkung erwarten dürfen, umso 
weniger tritt das ein, es endet in monstrôser Ausbildung, unvoll- 
kommener Differenzierung, die weder Pi- noch Hy-Wirkung erkennen 
läft. Welche Ursachen dürfen wir dafür heranziehen ? 

Die Überladung mit Gen-Material kann es nicht sein, denn so- 
wohl Hy* wie Pi und P* Hy mit gleichem Gesamtbestand zeigen 
deutliche Differenzierung. Die Ursache, warum im Falle der Hy- 
Sippenkreuzungen nur die Quantität der Anlagen Ausschlag gab, 
hier aber die Steigerung von Hy keine vermehrte Wirkung zeigt, 
kann wohl nur darin gesehen werden, daB Pi im eigenen, Hy im 
fremden nicht wirkungsfähigen Plasmon liegt, ja, in emem Plasmon 
mit dem es allein gar nicht lebensfähig ist. Die Wirkungsweise 
der Genquantität ist also verschieden je nach dem Plasmon, mit 
dem es Zu arbeiten hat. Damit ist aber nicht nur ein weiterer 
Schritt in der Kenntnis der Wirkungsweise der Gene festgestellt, 
sondern vor allem auch von dieser Seite her bewiesen, da an der 
Ausbildung eines Merkmals sowohl die Genwirkung wie die 
Plasmonwirkung beteiligt ist. 


C. Peristom. 

Die weiteren Ausführungen sollen nur das bisher behandelte 
an einem zweiten sehr instruktiven Fall erhärten. Es handelt sich 
um das Merkmal der Peristomausbildung. An den Sippen von 
Funaria konnte bisher kein Unterschied der Peristomausbildung 
gefunden werden, sodaf hier keine Analyse der Gene im eigenen 
Plasma vorliegt. Nachdem aber für alle andern beobachteten Allelo- 
morphen im eigenen Plasmon immer das gleiche Verhalten erwiesen 
ist, Dominanz nach dem Mengenverhältnis der Anlagen, 
dürfte dies auch wohl für das Peristom anzunehmen sein. Bei dem 
Gattungsbastard Pi >< Hy sind die Unterschiede der Eltern aber 
sehr gro8. Während Pi überhaupt keine Peristomzähne ausbildet, 
fmden wir bei Hy ein doppeltes aus 16 Zähnen gebildetes äuBeres 
und inneres Peristom. Wir betrachten hier nur die äuBeren Zähne. 
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Sie bestehen aus einer grofen Anzahl Membranplatten von charak- 
teristischer Ausbildung wie sie in Abb. 6 wiedergegeben sind. Der 
Bastard PiHy zeigt intermediäre Ausbildung, doch nimmt auch 
hier die Peristomausbildung, also die Wirkung von Hy zu, wenn 
wir PHyÿ° und P# Hy‘ beobachten. Bei gleichem Genomverhältnis 
aber anderer Gesamtmenge treten Veränderungen der Wirkung auf. 
Es liegt hier dieselbe eigenartige Erscheinung vor, die wir schon 
an den Paraphysen von Pi Hy° kennen lernten. Sie zeigt, daB die 
Steigerung der Wirkung nicht nach rein arithmetischen Propor- 
tionen verläuft. (Gerade diese Beobachtungen sind vielleicht einmal 
sebr aufschlufreich, wenn sie einer genaueren Analyse zugänglich 
werden. 

Die Systeme P# Hy und P# Hy verhalten sich wie Pi. Peri- 
stome sind nicht vorhanden. Die Dominanz von Pi ist vollständig. 
PiHyÿ zeigt deutliche Hy-Wirkung in Steigerung gegenüber PiHy. 
Auch PiHyÿ bringt eine weitere Steigerung in dieser Richtung. 
Wenn wir aber erwarten sollten, da8 wir jetzt volle Dominanz 
des Hy-Genoms hätten, so zeigt ein Blick auf die Zeichnung wie 
weit der Abstand des PiHy°-Peristoms vom Hy-Peristom noch ist. 
Auch da hindert das fremde Plasmon die weitere Auswirkung der 
Grenome entsprechend ihrem Mengenverhältnis. 

Es läft sich gerade dieses Merkmal auch zahlenmäfig einiger- 
mafen gut fassen, wenn wir als Index der Peristomausbildung die 
Anzahl der Platten verwerten, aus denen ein Zahn in der Längs- 
richtung aufgebaut ist. Die gefundenen Zahlen sind in der Ta- 
belle 4 zusammengestellt. 


Re nat | IP PE Hy| PA Hy. PiHy | Pi? Hy2\°Pf Hy [# 
| | 


| | | 
Plattenzahl der ia | | | | 
Peristomzähne : | — | 2—3 | 4—5 | 8—9 | 5—6 10-19 


Tabelle 4. 


+ 20 


Nun wäre freilich noch immer der Emwand môglich, daf zwar 
PiHy* noch keine volle Dominanz zeigt, aber bei weiterer Ver- 
mehrung der Hy-Anlagen diese doch eintreten würde. Die Er- 
scheinung wäre dann nicht auf das Plasmon, sondern auf die lang- 
samere Wirkungssteigerung des Hy-Grenomes zurückzuführen. Ich 
glaube, daB schon aus der Feststellung schwacher Prävalenz von 
Hy an den Paraphysen und im Peristommerkmal in der PiHy- 
Kombination geschlossen werden müfte, daf PiHyÿ bereits volle 
Dominanz zeigen müfite. Wenn auferdem an den PiHy"-Paraphysen 
cher ein Rückschritt in der Hy-Wirkung zu beobachten ist, dann 
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erscheint mir der Einwand wenig begründet. Trotzdem bésteht 
er zu Recht, da wir bei Beurteilung des Grades der Dominanz bei 
qualitativen Merkmalen immer nur Schätzungsmüglichkeiten be- 
sitzen. Es ist daher wertvoll, da wir in der Kreuzung Ph > Hy 
noch weïiter vordringen kônnen bis zum Anlagenverhältnis PA : 
Hy = 1:4 Es lie sich hier eine besonders schôn abgestufte 
Reïhe zusammensetzen von folgenden Kombinationen : 


Kombination | ÉRIRNE 
Ph : Hy 
Pl? Hy AU 
PhHy LT 
Ph Hyÿ° PT (2 : 2) 
Ph" Hy° IA (4 : 4) 
PIS Hÿ AE À (8 : 8) 
PIé Hyÿ 1101250679) 
PJ Hyÿ 1:125 (4:5) 
Plé Hy° 1:15 (2 : 3) 
PhHÿ 1:52 
PJé Hyÿ LR (27D) 
PhHy L:5 
PhHy° 1:4. 


Betrachten wir wieder das Peristommerkmal (vergl. Fig. 7) 
diesmal jim Längsschnitt. Physcomitrella ist kleistokarp, besitzt 
weder Peristom noch Ring. , Ph° Hy zeigt keinerlei Andeutung von 
Peristom. Es tritt auch weiter nicht in Erscheinung bis zum Ver- 
hältnis Ph:Hy = 1:1125. Mit 1:1.25 tritt es in schwachen 
Spuren auf, um dann eine stete Steigerung zu erfahren bis zum 
Verhältnis 1:2 und 1:25. Bei ersterem ist ein Maximum an 
Dicke, bei letzterem an Länge der Zähne zu beobachten. Dann 
aber sinkt bei weiterem Ansteisgen des Anlagenverhältnisses die 
Wirkung des Hy-Anteiles der (Grenome wieder ab, sodaB bei PA: 
Hy —= 1:4 keine Spur einer Peristomausbildung festzustellen ist. 
Daraus kônnen wir den Schluf ziehen, daf auch hier eine noch so 
weitgehende Quantitätsvermehrung der Anlagenmenge des plasmon- 
fremden Genomes durch die nicht übereinstimmende Wirkung des 
Plasmons zu keiner vollen Dominanz führt. Es ist eine geringe 
Menge des fremden Genomes noch im Stande eine gewisse Merk- 
malsausprägung zu veranlassen. Ein stärkere Konzentration hemmt 
dagegen auch diese organbildenden Vorgänge. 
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Es sei aber gleich hier darauf hingewiesen, daB sich nicht alle 
Merkmale so verhalten. Manche Anlagen künnen anscheinend auch 
mit voller Dominanz im fremden Plasmon wirken, so die für aurea- 
Farbe der Kapsel und für die Länge der Seta. Doch miüssen diese 
Eigenschaften im Einzelnen noch durchgearbeitet werden. 


Die geschilderten Versuche sollen nur ein Anfang sein. Ich 
glaube, daf aus dem Mitgeteilten zu beweisen ist, da8 wir im 
genetischem Konstitutionskomplex neben dem Genbestand noch einen 
Anteil im Plasma, das Plasmon, annehmen müssen. Die spezifische 
Plasmaverschiedenheiït bleibt auch unter dem dauernden Einfluf des 
fremden Genkomplexes erhalten. Sie ist bei verschiedenen Formen 
einer natürlichen Organismengruppe von ungleichem Grade.’ Von 
gleichem Plasmon verschiedener Sippen finden wir Übergänge über 
Plasmone, die noch mit fremden Genen lebensfähig und wirkungs- 
fähig sind, zu solchen, die nicht mehr mit dem Testgenom lebens- 
fähige Organismen geben. 

Die Untersuchung der Wirkungsweise verschiedener Anlagen- 
quantitäten in Genkombinationen und verschiedenen Verbindungen 
mit Plasmonen führen zu demselben SchluB, der wesentlichen Wir- 
kung des Plasmons. Sie zeigen, daf im eigenen Plasmon kombi- 
nierte (rene sich in ihrer Wirkung ganz dem Gen-Mengenverhältnis 
proportional verhalten, daB aber im fremden Plasmon, die Wirkung 
des letzteren hervortritt. Sie fôrdert das eigene (renom und ver- 
hindert das fremde (renom an seiner vollen Auswirkung. 

Ich glaube, daf$ auf dem verfolgten Wege die Kenntnis der 
Genwirkung und die Wechselbeziehungen zwischen (renen uud 
Plasmonen, weitgehend gefürdert werden kann. Ein wirklicher 
Fortschritt gelingt aber erst dann, wenn es gelingt, nicht nur die 
Anlagen quantitativ abzustufen, sondern vor allem auch geeignete 
Eigenschaften quantitativ zu erfassen und unter ganz konstanten 
AufBenbedingungen zu untersuchen. Dies soll die Aufgabe weiterer 
Untersuchungen sein. 
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Bemerkungen über das Absorptionsspektrum 
des Wassers. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung am 25. März 1927. 


Eine Reïhe von Gründen spricht für die Existenz einer be- 
sonderen das Eis bildenden Molekülart im Wasser!) Das Existenz- 
gebiet dieser Molekülart erstreckt sich von der Schmelzkurve des 
Eises I bis zu einer Geraden, die von 60° bei p — 1 bis zum 
Tripelpunkt: Wasser, Eis I und Eis III geht. Oberhalb dieser 
Linie ist die eisbildende Molekülart I nur in sehr geringer Kon- 
zentration im flüssigen Wasser vorhanden, ebenso in Salzlôsungen, 
kg 
cm’ 
des Wassers, und erst recht im Wasserdampf. 

Vor allem ist die Frage zu beantworten, ob es Absorptions- 
banden gibt, welche der eisbildenden Molekülart I angehüren. 

Im sichtharen Teiïle des Spektrums treten Banden nicht auf, 
sondern eine mit wachsender Wellenlänge ziemlich kontinuierlich 
wachsende Absorption?) Die Dicken der Wasserschicht müssen 
sehr grofi sein (2m), um diese Absorption zu messen. Auch die 
Absorption im Ultraviolett nimmt mit abnehmender Wellenlänge 
kontinuierlich zu?). Dagegen treten im Ultraroten einige charak- 
teristische Absorptionsbanden auf, welche darauf zu prüfen sind, 
ob gewisse von ihnen durch die Molekülart I hervorgerufen werden. 
Für Licht der Wellenlängen 8,0 und 6,1u ist Wasser in sehr 
dünnen Schichten (0,001 bis 0,1 mm) besonders undurchlässig. 
Zwischen diesen beiden Maxima der Absorption liegt ein drittes 
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Maximum bei 4,7 uw mit einer schwächeren Absorption. In diesen 
Angaben stimmen F. Paschen‘’), Aschkinas?), Rubens und 
Ladenburg‘, sowie O. Reinkober‘) überein. Im Wasser- 
dampf ist die schwächere Absorption bei 4,7 w von Paschen nicht 
gefunden worden. Es wäre also müglich, daB das Minimum bei 
4,7 uw der Molekülart I zukommt. 

In der Figur ist die Intensität des durchfallenden Lichts in 
Prozenten des auffallenden in Abhängigkeit von der Wellenlänge 
nach 0. Reinkober für Wasser und eine gesättigte Salmiak- 
lôsung dargestellt, ferner die einer Eislamelle (gefrorene Seifen- 
lamelle) nach G. Bode). 


80 


Durchgehendes Licht. 


90-235 04,0 , 45! 50 55 


Durch den Salmiakgehalt der gesättigten Lüsung ist diese um 
etwa 5° undurchlässiger geworden als das Wasser. Man darf 
nicht die absoluten Intensitäten des vom Wasser und der Lü- 
sung durchgelassenen Lichts miteinander vergleichen, wohl aber 
die Differenzen der Intensitäten auf ein und derselben Kurve. 


Intensität des durchgelassenen Lichts 


bei 5,3 w bei 4,7 w ni 
Wasser 60 %o 49% 11% 
gesättigte Salmiak- 
lôsung 50 45 0 5 1/0 


1) Wied. Ann. 52 (1894), 219. 
2) Wied. Ann. 55 (1895), 401. 
8) Verh. d. D. Ph. Ges. 11 (1919), 16. 
4) Z. f. Physik 35 (1925), 189. 
5) Ann. Phys. 30 (1909), 335. 
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Die Intensität der Absorptionsbande bei 4,7w ist also doppelt so 
groB für Wasser als für die Salmiaklôsung. Diese enthält bei 
10—150 etwa 5 %o der Molekülart I, während Wasser die doppelte 
Menge der Molekülart enthält. 

| Das Eis, welches nur die Molekülart I enthält, sollte dem- 
nach eine besonders starke Absorptionsbande in der Nähe von 
4,7 u aufweisen. In der Tat fand G. Bode eine starke Absorp- 
tion einer Eislamelle bei 4,5, deren Intensitätsdifferenz gegen 
das Minimum der Absorption bei 5,3 u 18°%% beträgt. Durch die 
Ânderung des Aggregatzustandes der Molekülart [ kann das 
Maximum der Absorption etwas verschoben werden und ebenso die 
Werte maximaler und minimaler Absorption. 

Wenn das Maximum der Absorption bei 4,7 uw der Molekülart I 
zukommt, so müfte mit steigender Temperatur die Absorption bei 
4,7 uw abnehmen. da die Konzentration der Molekülart I, welche bei 
4,7 u stärker absorbiert als die anderen Molekülarten des Wassers, 
mit steigender Temperatur abnimmt. Bei 50—60 müfte der Ab- 
sorptionsstreifen bei 4,7 u nicht mehr zu erkennen sein. 


Der kosmische Ursprung der Intensitätsschwankungen 
der durchdringenden Hôhenstrahlung. 


Von 
Konrad Büttner. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 25. März 1927. 


Nach längeren Vorarbeiten in Gôttingen (Geophysikalisches 
Institut), Potsdam (Messungen auf einem See) ‘) und Staaken (Hoch- 
flüge)*) konnte ich im Aug.—Sept. vor. Js. Untersuchungen tiber die 
durchdringende Hühenstrahlung am Guslarferner (Ütztaler Alpen, 
Tirol) und im Jungfraugebiet (Schweiz) ausführen. Hierbei han- 
delte es sich für mich vor allem darum, das Durchdringungsver- 
môgen dieser härtesten aller Strahlungsarten bei Anwendung von 
Panzermaterialien hoher Ordnungszahl (Blei) zu prüfen. Die Er- 
gebnisse deuten auf eine sehr starke Härtung der Strahlung beim 
Durchgang durch Materie hin; eine Erscheinung, die sich in den 
fast gleichzeitig unabhängig mit sehr dicken Panzern im Labora- 
torium von G. Hoffmann’) gemachten Absorptionsmessungen 
weiter verfolgen läBt#)5). Es ist hiernach auf starke Inhomoge- 
nität zu schliefen. Weiterhin wurde die in gleicher Hôhe im 
Flugzeug und im Gebirge — stets unter Ausschluf der Erdstrah- 
lung durch Schnee und Eis — gemessene Stärke der Strahlung 
verglichen. Es ergaben sich annähernd gleiche Werte. 

Um brauchbare Mittelwerte der Strahlungsintensität zu be- 
kommen, wurde damals nach Môglichkeit alle 1—2* abgelesen. 
So zeigte sich an beiden Orten (Guslarferner und Jungfraujoch) 
eine tägliche Schwankung von etwa 12% der Gesamtionisation 
durch Hôhenstrahlung. Die Maxima lagen übereinstimmend mit 
Kolhôrsters Messungen im Jungfraugebiet um 2 à. m., 9 a.m, 
5 p.m. (s. Figur). Die Form der gemessenen Kurve schlieft sich, 


1) K. Büttner, ZS. f. Geoph. 2, 187 (1926). 
2) K. Büttner, ZS. f. Geoph. 2, 254 (1926). 
3) G. Hoffmann, Ann. Phys. 80, 779 (1926). 
4) K. Büttner, Z5.f. Geoph. 2, 291 (1926). 
5) K. Büttner, Naturw. 15, 158 (1927). 
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wie eine Rechnung zeigt, gut der zu erwartenden an (punktierte Linie 
beim ersten Maximum der Guslar-Kurve, Fig.), wenn angenommen 
wird, daB eine im Himmelsäquator stehende nahezu punktfôrmige 
Quelle mit der täglichen Bewegung durch den Meridian geht. 

Ein einfacher Beweis für den kosmisch-stellaren Ursprung 
der Hühenstrahlung ist dann gegeben, wenn deutlich die Ver- 
schiebung der Maxima der Periode der Sternzeit entsprechend ge- 
zeigt wird. Bei dem Abstand der Hauptmaxima von etwa 8° war 
26 bzw. 10 Monate nach den erwähnten Beobachtungen eine Ver- 
schiebung zu erwarten derart, daf die Maxima auf die Zeiten 
(MEZ) der damaligen Minima fallen. Daher machte ich (gemeinsam 
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Guslarferner (Tirol), 
2800 m. 


Ende August 1926 


Jungfraujoch, 3500 m 
3.—17. September 1926. 


Zugspitze (Wettersteingrat), 
2830 m 


1.—11. März 1927 


Tägliche Periode der Hôhenstrablung. 


Die untere, 6 Monate später gewonnene Kurve ist gegen die 
oberen um 12h verschoben, 


esse Theoretische Kurve des Absorptionsverlaufes 
[Kurve vom Guslarferner]. 


mit Herrn Dr. W. Feld) vom 1.—11. März dieses Jahres Dauer- 
messungen der Intensität am tief verschneiten Wettersteingrat der 
Zugspitze, im Anschlufi an das neue Hotel der Zugspitzbahn. Die 
Elektrometer wurden durchweg alle zwei Standen abgelesen. Es 
zeigten sich (Fig.) bei einer Schwankung von ca. 8% der Hühen- 
strablung Zeiten der Maxima, die etwa um 12 (bzw. 4! und 8t) 
gegen die im Sommer gemessenen abweïchen. Dies spricht zu- 
gunsten des kosmischen Ursprungs der Hühenstrahlung. 

Die Mittel für die Untersuchungen danke ich der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Güôttingen. 
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